
fhoang I ỨNG DỤNG ĐẠO HÀM 

MĨ KHẢO SÁT VÀ VẼ ĐỒ THỊ cậ*HÀM SỐ 


§]. Sự đổng biẠn, nghịch blấn của hàm $â 

A. KIẾN TH0C CẦN NHỚ 

Giả s ỉtf{x) có đạo hàm ưên khoảng (a ; b). Thế thì: 

a) f\x) > 0, V* e (a ; b) => fự) đồng biến trôn khoảng (a ; bị 
f\x) < 0, Vx é (a;b)^> Ax) nghịch biến ữèn khoảng (a ; ố). 

b) f{x) đồng biến trôn khoảng (ọ ; 6) => f'(x) £ 0, Vx e (a ; 6). 
f[x) nghịch biến trêh khoảng (a ; 6) => f'(x) £ 0, Vx e (a ; b ). 
Khóảnạ (a ; ố) được gọi chung là khoảng đơn điệu của hàm sổ. 


B. VÍ DỤ 



Giải 


a) y' - 4x 3 4- 24x 2 = 4x 2 (x + 6). 
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Hàm số nghịch biến trên khoảng (-00 ; -6), dồng biến trtn khoảng H*'; +oo). 
b) y - yỉx(x - 3), (x ầ 0); 

, _ 1 , /— S"Jx(x — 1 ) 

y= i^ <x ' 3 ,+ ^ = ^*r- ; 

y ■= 0 <=>4C * 1. 

Bảng biến thién 



Vậy hàm số nghịch biến trên khoảng (0; 1) và đổng biến trôn khoảng (1; +°o). 

c) y = * ~ 2 —xác định ưén R. . 

x*+x + l 

-x 2 +4x + 3 , 

(x 2 +X + 1 f ' ‘ 

y = 0 <=> X 2 - 4x — 3 = 0 

[x = 2 + yỉĩ. 

Bảng biến thiên 
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Vậy hàm số đồng biến trên khoảng (2 — >/7 ; 2 + V7)và nghịch biến ưên 
cáf khoảng(-oo ; 2 - Vỹ), (2 + V 7 ; +00 ). 

• Vi dụ 2 _____ 1 

Sử đụng tính đổng biến và nghịch biến của hàm số, chứng minh rằng với 
mọi* > 0 tacổ* + -£ ằ 2. . 

Giải 

Xét hàm số f(x) = X + i trén khoảng (0; +«>)*, ta có 
, 1 X 2 -1 

f'{x) = 0 <=> * s 1 (vì * > 0). 

Bảng biến thiên 


X 

1 0 

1 +00 

f‘(x) 


- 

0 + 

m 



j r +°° 

Sa 





Ta có/(l) as 2 và/c*) > 2 với mọi 0 <x * 1. 

Vậy f(x) - X + i t 2 với mọi * > 0. 

c. BẰITẬP 

1.1. Xét sự đồng biến, nghịch biến của các hàm số: 

d)y sa 3x 2 -8* 3 ; b),y = 16* + 2* 2 -~* 3 -* 4 ; 

c) y - * 3 - 6* 2 + 9* ; d) y = * 4 + 8* 2 + 5 . 
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L2. Tìm các khoảng ỒÔạgM&* : 


V 3-2* ' ■ . ,; -i 

a)y = T^7 ; 

■ b)y *đĩ? ; 

rWjB 2* . 

d) y _ * + ; 

c )y s 0 ' > 

1 «r.*- 9 

a) y- X ' 

-X.. ‘* 2 -2* + 3. 

■ X 2 - 5* + 3 

t)3ỉ= x+1 ■ 

%)y ~ ’ * - 2 ■ 

Xét tính đơn điệu của các hàm số : 

a )y~V25-* 2 ; 

L , V* . 

b)y * * + 100 ; - 

-X-- x . 

* 3 

dì V = -=== . 

c)y 7ĨT7' 

; J T 2 « 

Vx* - 6 


1.4. ' Xét sự đồng biến, nghịch biến của các hàm số: 

a) y-x - sin*,* e [0 ; 2n]; 

b) y * * + 2cos*, * e Ị^Ị; Ỵ j ; 

c) y = sinị(* > 0). ! 

1.5. Chứng minh các bất đẳng thức sau : 

a) tan*> sin*,0 <x<~\ 

b) 1 + I* - ị < yịl + x < 1 + |*với 0 <x< +~. 


1.6. Chứng minh rằng phương trình * — 3* + c = 0 không thể có hai nghiệm 

thực trong đoạn [0; 1]. ( í ; 

1.7. Xác định giá trị của ố để hàm số f[x) - sin* - bx + c nghịch biến ưên 
toàn trục só. 
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§2. Cực ti^câd hâm $6 

À. KIẾN THỨC NHÔ 

Giả sử hàm,s<5 fịx) xác định trôn khoảng (o ib) và *o'h (a ; f b). 

1. ĐỊnhlll 

. í/ ,, (jf) >0 > Vxe (* 0 -* ;'%) ; ' . _ j .' ,' . 

a) 1 w”.' „ ., V => * 0 là điểm cực đạicủa À*)- 

!/’(*) <ơ,.Vxe(x 0 ; 4:0 +A) 

f/■ '(je) < 0, Vxe (xo -h ; x 0 ) .V ...» ... , ^ 

b) 1 , r n w* " 1* . _ , ỉ V => «0 là điểm cực tiểu của ftx). 
Ị/ (*) >-0, Vxe (x 0 ; x 0 + h) 

2. Định lí 2 

a) _ => Xo là điểm cực tiểu của/te). 

!/"(*>) >0 

b) I { ) = °* :=> x 0 là điểm cực đại của f{x). 

ir(*o)<o ■ ■ 

B.VÍDỤ 

• Vi dụ 1 ___— 

Tìm cực trị của các .hàm số sau 

a);y = x 4 -8x 3 + 432 ; 

c) ỵ = 10 +15x + 6x 2 - X 3 

GÍẩỉ 

a) Hàm số đẫ cho xác định và có đạố hàm trên khoảng (- 00 ; + 00 ) ; 

y' - 4x 3 - 24x 2 - 4x 2 (x - 6); y! ạ 0<=> [;* = ^ 

[x = 6. 
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Bảng biến thiên 


* - 0 * 0 6 +00 


y' I 0 - 0 + 



Vậy X » Ổ là điếm cực tiếu và ycr * y(6) = 0. 

. x .. _ 2x 2 + * + l 
b) y-■ 

Hàm stf xác định với mọi * * -1. 


(4* + l)(x +1) -Í2* 2 +£+ 1 ) ^ 2x 2 + 4* = 2*(* + 2) 
<* + l) 2 (* + l) 2 = (* + X) 2 * 



Từ <M, ta thấy hàm số đạt cực đại tại X * -2 và đạt cực tiểu tại * = 0. 


yco - y(-2)« “7 và ycr - y(Q) * 1. 
c) y = 10 + 15*+ 6* 2 -* 3 . 

Hàm số xác định và có đạo hàm trẽn khoảng (-oc;+oe). 
y' =-3* 2 +12* +16 *-3Íx 2 -4*-6). 
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Mạt khốc, y" - ~6x + 12. 

y"(-l) = 18 > 0, y”(5) = -18 <0. 

Vậy hàm số đạt cực tiểu tại * .* -1, đạt cực dại tại X * 5 và 
ycr = y(-l) = 2, y C Ị) * y(6) = 110 . 

• Vi dụ 2 —---------—— 

Chúng minh rằng hàm sổ 

y 5= X 3 + mx 2 - (l +7i 2 )x-6<n + m) 
luôn luôn có cực trị với mọi giá trị của m và n. 

Giải 

Hàm số xác định và có đạo hàm trftn khoảng {-*» ; +«»). 

Ta có 

y’ = 3x 2 + 2mx - (l + n 2 ). 

Xét phương trinh y = 0, ta có A' - m 2 + a(l + ra 2 ) > 0, với mọi n, m € R 
nỀn phương t rinh y' m 0 luôn có hai nghiệm phần biệt X! và X 2 , giả sử 
Xị < x 2 ; y' đổi dấu khi X di qua hai nghiẠm. 

Ta có bảng biến thiên 

* Ị- . .. Xỉ . . x i +o ° 


y \ + 0-0 + 



Vậy hàm số đâ cho luôh có một điểm cực đại và một điểm cực tiểu với 
mọi m, ra. 
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• v,dụ3 — - ỊT_ - • : . 7- H ” 

a) Cho hàm số uịx) 00 đạo hàm trên khoảng (à ; 6) yà u(x) / 0, 
v*e (a ;^/€hứng miíih rằng ' 

(mr=-£¥-■ 


b) Tìm các điểm cực trị của hàm số 

,f(x) = tfx?(x - 5). 


‘ a) Xét hàm s ổ y = tyx, ta chứng minh cồng thức 

...(«)■.-i-'. 


Giả sử Ax là số gia của *- Ta có 
4y m tyx + Ax - tyx ; 


Ạy _ + Ax - tyx _ 

Ãx ~ A* 


Ax[ mx + A*) 2 + ; ậ/jệ(ĩtÃ*) +Slx 


^(*.+A xf + ty$ịx^Ãxj:ff^ 

V 1 = lim — - ,íj, 

* "iSoA* " 3^’ 

Áp dụng công thức tính đạo hàm của hàm hợp, ta được 
r 

b) Theo câu á), đạo hàm của Ịịx) là * 

ru)-ở Ị 2(x -- 6) T 5(x .~ 2 ) . 

„ f(x) Ỹ - + 3% 

f (*) khổng xác định tại * * 0 và triệt tiêu tại x = 2. 
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Ta cóbảạgbiến thiên sau : 


X 

0 2 +00 

f(x) 

*, h. °_ì_ 

Rx) 

-oe / 

yrOv ^+69 

^ ^ ^ 


Hàm số đạt cực đại tại * = 0 ựcĐ = 0) và đạ\ cực tiểu tại 
Ofcr - -3^4). 

c. BÀI TẬP 


1.8. Tìm cực trị của các hàm sô' sau 
a) y *= -2x 2 + 7;c - 5 ; 

■ c) y =Jf 4 . T .ặ* 2 .+ 4 ị c n ; i ị rí 
e) y = (* + 2) 2 {* - 3) 3 . 

1.9. Tìm cực trị của cấc hàm số sáu': ' ì; 

ạ + 1 , 

, X 2 + X-6 . 
c > y ■ *+l • 

1.10. Tìm cực ưỊ của các hàm sổ sau : 
a) y-x~6^ ; 

c) y -- 


\fco-x 2 

1.11. Tìm cực trị của các hàm số sau : 
a) y = sin 2* ; 


b) y = x 3 -3ie 2 -24^ + 7; 


... X -2*+ 3 . 
b) y- „7, " 


d) y = 


: ' ¥±ĩ 

(*-4) 2 
X 2 -2x +6 


b) y = (7 - ; 


d) y = 


b) y ^cosx-sinx ; 



1.12. Xác định mđé hàm số 

y = x ă - mx 2 + -1^* + 6 

có cực trị tại x = 1. Khi đó, hàm số đạt cực tiểu hay đại cực đại ? Tính 
cực trị tưởng ứng. 

1.13. Chứng minh rằng hàm sd 

f -2x nếu * 2; 0 
ain^ nếux<0 

khổng có dạo hàm tại * ss 0 nhưng dạt cực dại tại điểm đó. 

1.14. Xác định m để hàm số sau khống có cực trị 
_ X 2 + 2mx ~ 3 

y = —■ 

X — ĨĨI 

§3. Già tr| lổn nhốt và glà trị nhổ nhât của hàm sổ ! 

A. KIẾN THỨC CẤN NHÓ 

1. Cách tỉm giá trị lớn nhất (GTLN), gl« tr| nhỏ nhất (GTNN) trén 
một đoạn 

ĐỊNH LÍ 

y = f{x) liên tục trên đoạn [a ; 6] => tồn tại max/■(*), min f(x). 

[o ; 0] [0 ; 0] 

Cách tỉm 

• Tim Xị 6 ta ; 6] (i - 1; 2 ; ...; n ) tại đó cố đạo hàm bầng 0 hoặc khồng 
xác định. 

•Tính f(a),f(b),f(x i ), (i = 1; 2 ;...; n). 

• Tỉm GTLN = ma x{f(a), f (x l ), f(x 2 U, f(x n ), /•<&)}; 

GTNN = min{f(a), /(*!>. A* a ),..., /(*„). f(b)]. 
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2. Cách tim flỉA trị Idn nhất, gtâ trị nhỏ nhất trên một khoáng 

y » f(x) lién tục trên khoảng (a ; 6), ta xét hai trường hợp : 



(trong đó/"teo) bằng 0 hoặc f'(x) không xác định tại *o). 


B. VÍ DỤ 

• Vidụl -----;_ 

Tính giá trị nhỏ nhất và giá trị lớn nhất cùa hàm số sau trôn đoạn [-3 ; 3] 

/(x) = 2x 3 - 3x 2 -12* +10. 

Giải 

Ta có ỊXx) liên tục trên 4oạn [-3 ; 3}, 
f'(x) = 6x 2 -6* -12, 

Tính f(- 3) = -36; /C3> * 1; /t-1) = 17;/*2) = - 10. 

Từ đó 

mạx /•(*) * f(-l) m 17, 

[-3 ; 3] 

min f{x) = 3) = -35. 

[-3 ; 33 • 
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Kí hiệu chiều cao, bán kính đáy và thể tích của hình trụ nội tiếp hình cầu 
ỉần lượt là h, r và V. Khi đó, V = nr 2 h. 

Vì r 2 = R 2 -—-nện V = tcỊìỉ 2 

Bài toán trở thành tìm giá trị lớn nhất của hàm sô' 

V(/t) = nỊfl 2 h-^jjfce{0?2jR). 

Ta có = 

V'(h) * 0 « h = 


Bảng biến thiên 



maxV 

(0; 2Á) 




_ 4nR 3 

" a3r 


Vậy hình trụ nội tiếp hình cầu bán kính R cộ thể tích lớn nhất khi chiếu 

ọp 4 tlỉĨ^ 

cao của nớ bằng Khi đó, thể tích hình trụ là 



c. BÀI TẬP ?■>;. 

1.15.3Ìm giá trị lớn nhất, ^ ứ^nhỗ4ihấí«ảa cỉc Jiàm số sau : 

a) f(x) = -3* 2 + 4x - 8 treo doạa [ô-;il}cỉ >;*)-• 

b) f(x) = * 3 + 3x 2 - 9x - 7 trên đoạn [-4 -- ■ 

c) f(x),M 425-X 2 trên đoạn [-4 ; 4]; 

d) f(x) = Ix 2 - 3x + 2Ỉ trên đoạn. [-10 i 1.0]; 

' m * )= iảĩ trenđoạn 

g) f(x) = 2sinx + sin 2* trôn đoạn Ị*0 ; ~J. 

1.16. Tìm giá trị lớn nhất, giố trị nhồ nh&teủá các hằm số saụ : 

a) y = —trẽn khoảng +«0 ; 

4 + x 2 ■' 

b) y=éĩ Wkhofag ‘■■n. ’ 

trên khoống (-<*>; +» 0 ); 
trên khoảng (0; Jt). 

1.17. Cho số dương 7 TC. Hẫy phân tích m thành tổng của hai số dương sao cho 
tích của chúng là lộn nhất. 

1.18. Tìm hai số Cỏ hiệu là Ị 3 sạo cho tích của chúng là bé nhất, 

1.19. Một chắt điểm chuyển động theo quy luật 8 = ồt 2 - í 8 . Tính thời điểm t 
(giây) tại đó vận tốc V (m/s) của chuyển động đạt giá trị lớn nhất. 

1.20. Hãy tìm tam gỉác vuồng có diện tích iớn nhất nếu tổng cùa một cạnh góc 

vuông và cạnh huyền bằng hằng số a {a > 0).. . 


c )y 
d )y 


1 _ 
: 1 + * 4 
1 

sin* 
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§4. Đưòng tiệm cộn Á 

A. KIẾN THỨC CẨN NHỚ 

Kí hiệu (C) là đổ thị của hàm số y ■ f(x). 

1. Đường tiệm cận đứng 

Nếu một trong các diẻu kiện 

lim f(x) ~ + 00 , lim f (x) = -<*>, lim/(*)*+«, lim f(x) - —, 
*-**0 *"+*0 *-»*õ *-**õ 

thì đưòng thẳng X = JC|) là tiệm cận đứng của (C). 

2. Đường tiệm cện ngang 

Nếu lim f(x) = y 0 hoặc lim f(x) = y 0 thì đường thẳng y = y 0 là tiệm 

x-i-oo 

cận ngang của (C). 


B. BẢI TẬP 


1.21. Tlm các tiệm cận đứng và ngang của đổ thị mỗi hàm s 6 sau : 

1 .22. Tim cấc tiộm cận đứng và ngang của đổ thị mỗi hàm số sau : 


-4 

*+r 


a )y 


c)y = 


X 2 - 12s + 27 . 
X 2 - 4x .+ 5 

X 2 + 3* . 


b )y 


d) y 


r-ĩ-2 ế 

(*-l f 

2-x 

= X 2 - 4* + 3 


1,23. a) Cho hàm số y =* có đổ thị 
(W)(H.l). 

Chỉ ra một phép biến hình biến ỰH} 
thành Ợi ') cố tiệm cận ngang y * 2 
và tiệm cận đứng 1 = 2. 
b) Lấy đối xứng (Tí') qua gốc Qy 
ta được hình Viết phương 
trình cùa (Tí"). 





§5. KhòoMR tụ blến thiên và V* đồ th| cứa hàm*« ' 

.ỉ>'^ ©5.1 '< . ; :.Ẩ ■■■'■■■■ ■■ 'ĩítvO 

A. KIẾN THỨCCẨN NHỐ ' 

I - Sơ Đồ KHẢO SẶT Hàm số y * /■(*). 

1. Tìm tập xác định của hàm sổ. 

2. Sự biến thiên 

a) Chiều biến thiên 

• Tính/. 

• Tìm các nghiệm của phương trình y' 4 0 và các điểm tại đó y' không 
xác định, 

• Xét dấu y' và suy ra chiều biến thiẻn eủa hàm số. 

b) Um cực trị. 

c) Tìm các giới hạn vồ cực ; các giới hạn tại +«>, và tại các điểm mà 
hàm số không xác định.' Tìm các tiệm cặn đứng và rtgảng (nểu có). 

d) Lập bảng biẽn thiên. 

3. ĐỔ thị 

Dựa vào bing biến thiên và các yếu ttf xác định ở trên dể vể đổ thị. 

> Chú ỷ 

1) Nốu hàm số là tuán hoàn với chu kl T thì chỉ cán vẽ đổ thỊ trôn một chu kl rổi 
t|nh tiến đô thị song song VỚI Ox. 

2) Để vẽ đổ thị thôm chính xác, ta cán : 

• Tính thôm toạ độ một số điểm, đặc biệt nôn tính các giao điểm của đổ thị với 
các trục toạ độ. 1 

• Lưu ỷ tính chất đối xứng (qua trục, qua tôm,.(.) của đó thị. 

• 17 

BÀI TAP QIẢI TlCH 12 • 2A 








Dạng của đổ thị hàm sô ỳ = (c * 0, ad - bc * 0) 


V D-ad òc > 0 ' V 7. 

..vniếi < 0 ' 









__ 


ĩ 



Õ 

1 ? 

-T 





ĨII - SỰTUƠNG GIAO CỦA CẢC Đồ THỊ 

1, Blộn luận SỐ nghiệm của phương trinh bằng đổ thị 

Giả sử (Cị) là đổ thị cửa hàm số y = A*) và (C 2 ) là đồ thị của, hàm số 
y = g(x). SỐ nghiệm của phương trình Á*) * 8(x) bàng sổ giao điểm của 
(Cj)và (C 2 ). 

2. Viết phương trinh tiếp tuyốn 

Giả sử hàm số y = f{x) có đổ thị là (C) và Mo (*0 5 f( x o)) € (p) ’ A*) 
đạo hàm tại X-X(ị. 

Phương trìph tiếp tuỵến của (C) tại M 0 là 

y -yo 
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Ị* Vidụl- -—-.. — - 

a) Vỉitphaaig trình parabol dạng y = ax 2 + bx + c đỉ quacác điốri cực đại, 

cực tiểu cùa đổ thị (C) của hàm số y ss x s - Sx 2 + 4 và tiếp xúc với,đường 
thẳng y * -2x + 2. (d) 

b) Viết phương trình tiếp tuyến của (C) song song với đường thịng 

y—!*-»• <«ọ 

Giãi 

aj y m X* - 3x 2 + 4; 

y' « 3* 2 - 6* = 3x(x - 2); y' * 0 <* 1* * ? 

L* = 2. 

Các điểm cực trị của (C) là Hí^o; 4) và M 2 { 2; 0) 

Parabol (P) đi qua Mị và Aỉ 2 cố dạng 

y * ax 2 - 2(1 + a)x + 4 (ơ * 0). 

Điéu kiện dể parabol (p) tiẽp xóc với (â) là hệ phương trình sau có nghiệm 

ía* 2 -2(l + a)* + 4 = -3* + 2 íflỊtQ) 

’ [2tư - 2(1 + o) * -2 

Giải hệ trên, ta được 8*2, *sl. 

Parabol (P) phải tìm có phương trình Ịặ y s 2x 2 -Gx + 4. 
b) Phương trình tiêp tuyến của (C) song song với (đ) là y = -|(* - xq) + y 0 . 
Giải phương tình 3x 2 - 6* ta được X =1 và x * Từ đó hai phương 
trình ủếp tuyíh phải Ồm là y = -3 (*-§) +ìgỹ “•§(*“ + 




Giải 

Ta cộ 

2x x- 3 —~ - x + m <=> * 2 + (1 - m)x - 3(1 - m) - 0 (x # 3). (*) 

Ta có 9 + 3(1 - m) - 3(1 - to) * 0 nên X # 3, 

A = (1 - m) 2 +12(1 - m) m (m - l)(m -13). 

Từ đó ta có 

m > 13 hoặc m < 1 => A > 0 nẽn phượng trình đa cho có hai nghiệm, 
m = Ihoặc m = 13 => A *= 0 nồn phưong trình da cho có nv>t nghiệm. 
1 < to < 13 => A < 0 nỀn'phương trình đa cho vô nghiệm. 

c. BÀI TẬP 


1.24. Khảo sát và v£ đồ thị các hàm số: 

a )y * X 2 “4* + 3; b)y » 2-3*-JC 2 ; 

c) y » 2* 3 - 3* 2 - 2; d )y*x z -x 2 + x\ 

e)^4-* 2+i: 

1.25. Khảo sát và vẽ đổ íhị các hàm số : 


b)5, "fe2 ; 


c) y 


2-x 

2x-l' 


1.26. a) Khảo sát sự biến thiôn và vẽ đổ thị (C) của hàm số 
y s* -* 3 + 3* + 1. 
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b) Chỉ ra phép biến hình biến (C) thành đổ thị (ữ) của hàm số 

. .7.r y = (x + 1) 3 - 3x - 4. 

c) Díja văo đổ thị (ơ), biện luân theo m số nghiệm của phương ưình 

(x +1) 3 = 3x + m. 

d) Viết phương trình tiếp tuyến (d) của đồ thị (C), biết tiếp tuyến đó 
vuông góc với đường thảng y ~ “ +1. 

1.27, Cho hàm số 

4 - X 

y - 2x + 3 m • 

a) Xét tính đơn điệu củạ hàm sổ. 

b) Chứng minh rằng với mọi /n, tiệm cận ngang cùa đổ thị (C m ) cùa hàm 
.7.1 

vi 

c) Điện luận theo m số giao điểm cỘỊậ (CjỊrt) và đường phan giác của góc 
phần tư thứ nhất. 

d) Vẽ đổ thị của hàm sô' . : /i,y ; 

y \2x + 3| ■ 

1 28. Biện luận theo k stí nghiệm của phương trình : 

a)(x -1) 2 = 2 I X - I; b)(x +1) 2 (2- x) = k . 

1.29. Cho hàm số 

y * X 3 - (m + 4)x ồ - 4x +.m. (1) 

a) lìm các điểm mà đồ thị của hàm số (1) di qua với mọi giá trị của m. 

b) Chứng minh rằng với mọi giá ưị của m, đổ thị của hàm số (1) luôn 
luôn có cực trị. 

c) Khảo sát sự biến thiẾn và vẽ đổ thị (C)của(l) khi m = 0. 

d) Xác định k để (C) cất đường thẳng y - kx tại ba điểm phân biệt. 


Số đs cho luôn đi qua điểm 
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1.30. Cho hàm số 



a) Khảo sát sự bifn thiện và vS đổ thị (C) của hàm số đã cho. 

b) Viết phương trình tiếp tuyến của (C) tại các giao.điém của nó với 
trục Ox. 

c) Biện luận theo k số giao điểm của (C) với đổ thị (P) của hàm sổ 

y = k- 2x 2 . 

1.31. Cho hàm số 


y = X 4 + TO* 2 - TO - 6. 

a) Xác định m để đổ thị (C m ) cùa hầm số đẵ cho có ba điểm cực trị. 


b) Viết phương trình tiếp tuyến của (C_ 2 ).(ứng vói TO = -2) song song với 
đường thảng y - 24x - i. 


Bàl tộp ôn chương I 

1.32. Cho hàm số 

y = 4* 8 + mx (1) 

(to là tham số). 

a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ dà thị (C) cùa hàm số ứng với TO = 1. 

b) Viết phương trình tiếp tuyến của (C) song song với đưòng 
thẳng y = 13* + 1. 

c) Xét sự biến thiên của hàm số (1) tuỳ thuộc giá trị của m. 

1.33. Cho hàm sổ 

y*x 8 +TO* 2 -3. (1) 

a) Xác định TO để hàm số (1) ỉuổn luôn có cực đại, cực tiểu. 
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b) Chứng minh rằng phương trình '■& « 

ý+mx 2 - 3 = 0 (2) 

luôn luôn cổ một nghiệm dương với mọi m €- R. 

c) Xác định m dè phương trình (2) cộ một nghỉệm duy nhất. 

1.34. Cho hàm $<5 " ,v f. •" ■ 

y -Ịm 2 + 5m)x 3 + 6 mx 2 + 6 * - 5 . 

a) Xác định m dể hàm số dơn điệu ưốn R. Khi đó. hàm số đồng biến hay 
nghịch biến ? Tại sao ? 

b) Với giá trị nào của m thì hàm sd dạt cực đại tại X = 1 ? ' r ỉ 

1.35. Cho hằm số y * ~ 3 * ■ *- + ox 2 + (3 a -2)x. 

a) Xác định a để hàm số luồn luôn dồng biến. 

b) Xác định a để đổ thị củạ hàm số cắt trục hoành tại ba điểm phân biệt. 

3 

c) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đổ thị (C) của hàm số ứng vớiữ = 

Từ đó suy ra đồ thị của hàm số 



1.36. Cho hàm số 

y - f(x) = X 4 - 2mx 2 + TO 3 -m 2 . 

a) Khảo sát sự.biến thiên và vẽ đổ thị của hàm số khi m m 1. 

b) Xác định m dể dồ thị (C m ) cùa hàm số đã cho tiếp xúc với trục hoành tại 
hai điểm phân biệt. 

1.37. Cho hàm số y = 

x-2 

a) , Khảo sát sự biến, thiên và vẽ đổ thị (C) của hàm số. 

b) Viết phương trình các đường thẳng đi qựa 0(0 ; 0) và tiếp xúc với (C). 

c) Tìm tất cả các điểm trôn (C) có toạ độ là các số nguyên. 
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1.38. a) Khảo sát ,sự biến thién và vẽ đổ thị (ữ) của hàm số 

x + 2 

- . 

b) Chứng minh rằng giao điếm / của haỉ tiệm cận của (O là tâm đối xứng 
cùa (C). 

c) Tìm đ|ểm M trôn đổ thị của hàm số sao cho khoảng cách từ M đến 
tiệm cận đứng bằng khoảng cách từ M đến tiệm cận ngang. 

1.39. Chúng mình rằng phương trình 3* 6 + lõ* - 8 * 0 chì có một nghiệm thực. 

Bàl tộp trác nghiệm 

Chọn phương án đúng (cằc bài 1, 2 ,..„ 6 ): 

:■ x 4 .. 

1. Hàm số y - +1 đổng biến ừên khoảng : 

(A)(— ; 0); (B) (1; +oo); (C) (-3 ; 4); (D) (r~; 1). 

2. Với giá trị nào của m, hàm số 

X 2 + (m +1)* -1 

J 2-x 

nghịch biến trên mỏi khoảng xác định của nó ? 

(A) m - -1 ; (B) m > 1 ; (C)ro € (-l;l); (D)m£-|. 

3* Các điểm cực tiểu của hàm số y * * 4 + 3X 2 + 2 là : 

(A)X « -1; (B)*s= 5 ; (C)* = 0; (D)x=l,*s2. 

4 

4, Giá trị lớn nhất của hàm số y - là : 

X 4 +2 

(A) 3 ; (B) 2 ; (C) -5 ; (D) 10. 

# — 2 

5. Cho hàm sốy = * + Q . 

(A) Hàm stf đổng biến ttên từng khoảng xác định ; 
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(B) Hàm số đổng htán Ịtrén khoảag^-o*; -H-); ‘ M 

(C) Hàm số nghịchbiến trẽn từng khoảng xác định ; 

(D) Hàm số nghịch biến trên khoảng (-00 ;+oo), 

6. Toạ độ giao điểm của đổ thị các hàm s ốy - 3 và y = X + 1 là : 

(A) (2 ; 2); (B) (2 ; -3) ; (C) (-1; 0) ; (D)(3; 1). 

7. SỐ giạo điểm của đổ thị hàm số ỵ = (x- 3)(x 2 + X + 4) với trục hoành là : 

CA) 2; * (B)3; '(00; (D) l! 

LÒI GIẢI - HƯÓNG DẪN - ĐÁP SỔ CHƯƠNG I 

§ 1 . 

Ị.i. a) y = 3x 2 - 8x 3 .TXĐ n ; R. 

y' = 6x-24x 2 =6*(l-4x), . 

X = 0 

y' =0», 1 

I* 4* 

y' > 0 trôn khoảng ị^o ; jj, suy ra y đổng biến trôn khoảng^0 ; 

y' < 0 ưôn các khoảng (-0O ; 0), Q- ; + oo sụỵ ra y nghịch biến trôn cấc 

khoảng (-~;0);(ỉ;+~y. 

b) y = 16x + 2x 2 - %x* - X 4 . TXĐ : R. 

y' = 16 + 4x - 16x 2 - 4x 3 = -4(x + 4)(x 2 -1). 


(*) Tập xác định viết tắt là TXĐ. 
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. ]x = -4 

* y Sf 0 <=> X = -1 


*= 1. 



Vậy hàm sốy đã cho đổng biến ữên các khoảng (-oo; -4) và (-1’; 1), 
nghịch biến trẽn các khoảng (-4 ; -i) và (1; + 0 °). 
c) y = X 3 - 6x 2 + ôx.TXĐ : R. 


y' = 3x 2 - 12x + 9, y = 0 x “ \ 

L* * 8. 

y, > 0 trên các khoảng (-O0 ; 1), (3 ; +«) nén y đổng biến trên các khoảng 
(-00 ; 1), (3 ;+0d). 

y < 0 trên khoảng (1 ; 3) nên y nghịch biến trín khoảng (1; 3). 
d) y = X* + 8x 2 + 6.TXĐ : R. 

y = 4* 3 + 16*4*(* 2 + 4), y ! - 0 «=> * - 0. 
y > 0 trên khoảng (0 ; + oo) => y đổng biến trôn khoảng (d ; +oo). 
y < 0 trên khoảng (—; 0) => y nghịch biến ưên khoảng (-“ ; 0). 

1.2 a)y-^#.TXĐ : R\{-7>. 

X + í 

■ _ -17 

y <* + 7) 2 * 

y < 0 trôn các khoảng (-oo ■; -7), (-7 ; +«) nên hàm số nghịch biến trên 
các khoảng đó. 

b) y= 1 .TXĐ: R\{5}: 

(x-5) 

■ -2 

y (x-5) 3 ' 
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y' < 0 trèn khoảng (6 ; +<*») nên y nghịch biến tỉtri khoảng (6 ; + 06 ). 
y' > ò trôn khoảng ; 5) nên y đồng biến trôn khoâríg (-o°; 5). 

c) y m TXĐ : R\{-3 ; 3}. 

' X* -0 . . 

v»- ~ 2 ^ 2 

"(x 2 -9 f ' ' . 

y’ < 0 trẽn các khoảng (-« ;■ -3), (-3 ; 3), (3 ; +oo) nên hàm số dã cho 
nghịch biến trên các khoảng đó. 

d) y = —^ . TXĐ: R\{0}. 

^_3<x 4 -16)_3(x 2 -4)(x 2 + 4) .Jx = -2 

y X 2 X 2 ,y L*- 2 . 


X 

1 - 2 . c 

) 

2 +06 

y' 

+ 

o 

1 


0 + ' 

y 


+oo 

+60 


Vệy hàm số đã cho đổng biến trén các khoảng (-ao ; -2), (2 ; +oo) và 
nghịch biến trôn các khoảng (-2 ; 0) , (0 ; 2).' 

«) y = l2 'f 1 ' h8 .TXD: R\(-l). 


X 

—oo —1 — Vô — 

1 

’ -i + Vb +oo 

y 

+ 0 - 

_ 0 + 

ý 

^^-4 - 2Vẽ^^ 


*foo 

2 Vẽ - 4 


vạyhàmsốđ&chữđổngbiâiitiẹncáckhoẩng (-1 + vẽ; + °°) 

và nghịch biến trên các khoảng (-1 - Vẽ ; - í), (-1; -1 ‘+ V6). 
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1.3. 


g)y » - . TXD : R\ (2}.. 

y' ~ — 4 7 > 0 (đo X 2 - 4* + 7 có Á' =t,-3 < Ọ). 

(x - 2) 2 • • . . ô . 

Vậy hàm stf đẵ cho đổng biến trén các khoảng (^o; 2), (2; + oe), 

a) y = V 25 - x 2 .TXĐ.: [-5 ; 5]. 


y - '"T " ~ y ■ ; /*0 c* * = 0 . 

V20 - * 2 

X ’ I -*> -6 0 5 +00 



Vậy hàm sổ đổng biến trên khoảng (-5 ; 0), nghịch biến trén khoảng (0 ; 5). 


r- ;/»0«**100. 


2^(*+100) 2 



Vậy hàm số đổng biến trên khoảng (0 ; 100) và nghịch biến trỀn khoảng 

(100 ; +oe). , 

c) y= y* = .TXĐ:(-4;4). 

yỊie-x 2 


y' = 


(l6- X 2 )yjl6-X 2 


> 0; Vx e (-4 ; 4). 


Vậy hàm số đổng biến trên khoảng (r-4 ; 4). 
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Vậy hàm số đổng biến trèn các khoảng (-<*> ; -3), (3 ; +«>), nghịch biến 


trên các khoảng(-3 ; - Vẽ), (Vô ; 3 ). 

1.4. a) y - X - sinx, * e [0 ; 2it]. 

y' = 1 - cosac ầ. 0 với mọi X e [0 ; 2 «]. 

Dấu "=" xảy ra chỉ tại X = 0 vồ X = 2n. 

Vậy hàm số đồng biến trén đoạn [0; 2n}. 

b) y = X + 2cos*, * € ^ ; ^-J. 
y' = 1 - 2sirư < 0 với X e 

(il 6 ĩc ' 

Do đó, hầm số nghịch biến trôn khoảng Ị2.; — 

c) Xét hàm số y = ainỉ với X > 0. 



Giải bất phương trình sau trôn khoảng (0 ;.+••): 

Jl.Í_ cob Ì| > 0 o coaị < 0 

x 2\ x) X 

» |(1 + ikì < ỉ < |(3 + 4*), * = 0,1. 2,... 
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Do dé, hồỉn 36 đổng biến trến các khoảng 


í- 2 . 2 ìf 2 2 \ 

( JL . JL) (JL 21 

1(4* + 3)71 ’ (4* + l)7tj’ự4* - 1 )tỉ ’ (4* -m)’ỉ 

Vv7ft ’ 5 ít)’ 1-3« ; 71 ) 


và nghịch biến trên các khoảng 


"" (<4* + !)* ; (4*-1)*) (Ể ; ẳ)’ (I v<w * »0. 1. 2. - 

1.5. a) Xét hàm sốfự) = tan* - sinx trên nửa khoảng Ị^o; ; 

r ì0 - x '[°-4 


__ 1 _1 - cos 3 ' 

/ w = —-0-coa* = 

C08 X COS^ X 


Dấu "=" xảy ra chỉ tại X = 0. 

Suy ra f(x) đổng biến trẽn nửa khoảng ịo ; I j. 

Mạt khác, ta có f{ 0) = 0, nôn f(x) = tanx - sin* > 0 hay tanx > sitư 
với mọi X € f 0 ; . 


b) . Xét hàm số h(x) = 1 + £*- sỉĩ+x trên (0 ;+ oo) ; 

h '(ạ) » — - —jm= ầ 0 với 0 1 X < + 0 °. 

Dấu 'V xảy ra chỉ tại X = 0 nôn h(x) đổng bỉéh trên nửa khoảng, to; + bo). 
Vì A(0) = 0 nên 

h(x) = i + ^x~yịl + x > 0 
hay l + ^x> yỊl + x với 0 <x < + 00 . 


• Xét hàm số f(x) - y[l + x -1 - trèn [0 ;+ 00) ; 

. 2 V 1 + * 2 4 

8 (x) — ~ ———-■ - -ỊSS—a íỉ 0 với 0 á X < + 00 , 

4 4(1 + *)Vl + X 
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Vì g( 0) *.ơ vkgix) đồng bi^trén nửaỉchoảng Ịt) ; *<*) nên g{x)>ũ,tức là 
. /’(*) ằ 0 trẹnkhoảng đó và vì đấu y xảyrachì tại X = 0 nên f(x) đổng 
bìếrt trèn ẳốa khoảng co ;+«). 

Mật khác, ta có AO) = 0 nên . ’ yi 

f{x) * VĨ+7 - X -|*t — > 0 hay 1 + ịx-ị <JĨ7x 
với mọi 0 <x< +°°. 

1.6. Đặt f(x) = X 3 - 3x + c. TXĐ : R. 

y’(x) = 3x 2 -3 = 3(x 2 -1), 


! 


X 


-10 1 +« 


1 + 0 - 0 + 

A*) 

— 

VCĐ +« 

^ c - 2' 


Trên đoạn [0 ; 1] hàm số fự) nghịch biến nôn đổ thị của hàm số A*) 
không thể cất trục hoành tại hai điểm trôn đoạn này, tức là phương trình 
X 3 - 3x + c = 0 khổng thể cố hai nghiệm thực trẽn đoạn [0; 1]. 

Ị.7. Ax)» sin x-bx + c nghịch biốh trtri R nếu ta cóf’(x) m C 08 X - bổ 0, Vxe R. 
Vì lcosxl £ 1 nên A(x) £ 0 4* b £ 1. 

82 

1.8. a) y^^+lx-e.TXĐiK. 

. 7 

y' = -4x + 7, y' = 0 4=> X = 

=-4=> =-4 < 0. 

7 9 

Vậy X =t-Ị là điểm cực đại củahàỉh số và y CĐ * 


32 





b) y = X 3 - 3x 2 -24x + 7.TXĐ ;■-R. 
y' - 3x 2 ~6xrr 24 = 3Í* 2 -2* -8). 

' '••ịý.I 

' ý'' = 6* - 6. 

Vì y"(-2) = -18 < 0, y"(4) = 18 > 0 nôn hàm số đạt cực đại tại X = - 2 ; 
đạt cực tiểu tại X .* 4 và yc£) « y(-2) = 35 ; y cr = y(4) = -73. 


c) y = JC 4 - õ* 2 + 4. TXĐ : R. 
y 1 = 4sc 3 - 10 jc = 2ac(2x 2 - 5). 


y' = 0«s> 




x = ề 


Vì y" ±J I u 20 > 0, y"(0) = -10 < 0 nén hàm số đạt cực đại tại X ■ 0, 


y" = 12* 2 -10. 

Vìy( ± |).20>o,r(0) = - 

đạt cực tiểu tại X = và ta có 

ycĐ = y( 0) = 4,>cr = y[±^§J * 
d) y = (x + l) 3 (5-*).TXĐ :R. 

y ’ = -(* +1) 3 + 3(* + 1) 2 (S - X) = 2(* +1) 2 (7 Tồ*). 

_[*-“!• 

y' = 0 « 7 . 


BẢI TẬP QlAl TÍCH 12 • ỈA 
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,lTUầị*ĩ; 

y V2) 16 * 

e) y ={x + 2) 2 (x - 3) 3 .TXĐ : R. 

y' = 2(x + 2)(x - 3) 3 + 3(x + 2) 2 (x - 3) 2 'S 5x(x + 2)(* - 3) 2 . 


y' = 0«=> 


X = -2 

X = 0 

X = 3. 


Bảng biến thiôn 



Từ đó suy ra y CĐ = y<-2) = 0 ; y C T - y(0) = -108. 
1.9. a)y«4 i T.TXĐ:R. 

X 2 +8 

X 2 +8t2x(x + 1) _ -X 2 -2x+ 8 
. 5 " + 8) 2 " ( x !! + 8 ) 2 
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aAlTArOtAlTtoH 



Bảng btâa thiên 



Hàm số đạt cực đại tại X m 2, cực tiểu tại * * -4 và ycĐ * y( 2) 

>cr = y(-4) =-ỉ 

^ * 2 - 2* + 3 

b)y = ' *-! • 


Hàm số xác định và có đạo hàm với mọi X * 1. 
X 2 - 2x -1 
y “ <*-X) 2 • 



Hàm sổ đạt cực đại tại X * X - Vã ; đạt cực tiểu tạix ■ i + &, ta có 

VCĐ - y(x - V2) s= 
ycr ■ y(x + V2) * 2V2. 

c) y = ^j~^.TXĐ:R\{-l}. 

, X 2 + 2x -f 6 ^ _. 

;y' --• > Ovữi mọi X * -Ị. 



Hàm số đổng biến trên các khoảng (- 0 ° ; -1), (-1 ; +°°) và do đó không 
có cực trị! 


Vì X 2 - 2* + 5 luôn luôn dương nên hàm số xác định trên (- 00 ; +»). 



Hàm số dạt cực đại tại * - -ỉ, đạt cực tiểu tại * = 4 và 


ycĐ - = ycT = y(4) " °' 

ima}y = *-6^.TXĐ:». 

y' = 0<=> X — 64. 

Bảng biến thiên 


X \ -ec 0 64 +0° 



vạy ta có y CĐ = y(0) = 0 vày cr - y{64) = -32. 
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b).y s(7~-*#* + 5. 

Hàm số xác định trên khoảng (- 0 * ỉ + 00 ). 



Bảng biến thiên 


* . I -0« - 5 •: '■ ■r-2' +~ 



Vậy y C£ > - y<-2) = 9^3. 



Hàm số xác định trên khoảng (-■s/ĩõ ; Vĩõ). 



Vì y > 0 với mọi 'ác e (-7ĨÕ ; >/ĨÕ) nên hàm số đổhg biến trôn khoảng đó 
và do đó không có cực trị. 

,, X 3 

A)y 'iih: 

Tập xác định : D = (-00 ; - Vẽ) u (Vẽ ; +»). 


3x 2 Vx 2 - 6 - ■ * , . , . 

; Vx g -6 = 3x 2 (x 2 - ổ) - X 4 = 2x 2 (x 2 - 9 ) . 

* 2 ' 6 yỊ(x 2 -s) 3 = V(* 2 -6) 3 


y l = 0» X = 0 
1 X = 3. 
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b) ỵ = Cữs^-sỉq. X. Hàm số tuẩn hoàn chu kì 2rt nên ta xét trỂn đoạn [-71; 7t]. 
y’*-sin*-cosac. . 


■ v ỹ*0 

Lập bản: 

X 

tan X * -1 c* X = -Ị + Ái' k € z 
4 

g biến thiên trôn đoạn Ht; 7t] 

• « 

4 

,;v : v:M; 

3« 

4 


7t 

y' 

+ 0 

0 

.+ 


y 

^_ 

k -V2 — 




Hàm số đạt cực đại tại X = —Ị + k2n, đạt cực tiểu tại í: ■ ~'+. £271 (k e Z) và 

yc 

j'CT = y(x + * 2 *)--' /ỉ ( * sZ) - 

c) Tacó y = sún* =——. 

Do đó, hàm số đã cho tuần hoàn vói chu kì 71. Tỉa xét hàm sổ y = ỉ - ^cos2* 
trtnđoạn [0; Tỉ]. 
y = sịn2*. 

y = 0 «=> sin2* =s 0 <=> X = kỊk É Z). v 
Lập bảng biến thiên trên đoạn [0 ; 7t] 


X 

0 1 

y' 

o 

+ 

o 

Ị 

o 



y 

0-^^^ 0 
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Từ đố, taứííyhàm ẹS đật cực tiểu tạí với k chẩn, đạt cực đại tại 

* « *! với k lẽ, và y CT = y(2mn) = 0, ycĐ => y((2m +1>|) = 1 (to € 2). 

1.12, y X 3 -mx 2 +Ị^m-|j* + 6. ; • v 

Ta biết hàm s ốy- f[x) có cực trị khi phương trình / = 0 có nghiệm và/ 
đổi đấu khi qua cốc nghiệm đó. 

Ta có y'= Zx 2 -2mx + ịm-^. 

Xét / = 0, ta-có A' = m 2 -3^m - = TO 2 - 3m + 2. 

A' > Okhi m < 1 hoặc m > 2. (*) 

Để hàm số có cực trị tại * s± 1 thì 

2 7 

/(1) = 3 - 2m + m - £ = 0 <=> m= tho ^ mân điéu ki# 1 (*)■ 

Với m = Ị thì hầm số đã cho ưở thành 
3 7 2 5 _ 

y= x -ị x + Ỉ X+ S' 

Ta có /» 3 * 2 -~-* + |; 

y" = **-%' 

Vì /'(1) = 6 - y- > 0 nôn hàm số đạt cực tiểu tại X * 1 

và y CT - /1) = y. 

1.13. Hàm số 

-2x nếu rằO 

' A*) - . X ắ n 

sin^ iieux<0, 
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, không có đạo hàm tại X = 0 vì : 

. , 
jc-»0 + x x-*0 + x 

Ita . ita Jta.il.. ỉ. 

*-»0" *' * X-*QT 2— * 

■2 

Mặt khác, với X < 0 thì y' - ^cos^, với X > 0 thì y' = -2 < ọ. 
Bảng biến thiên 

0 li 


Từ đó, ta thấy hàm sổ đạt cực đại tại X = 0 và y CĐ = y(0) = 0. 

1.14. Hàm số không có cực trị khi đạo hàm của nó khồng đổi đấu trên tập xác 
định IR\{ m). 

__ . .. X 2 + 2mx - 3 

X — m 

_ (2x + 2 m)(x -m)-(x 2 + 2mx - 3 ) 
y - (x- m ) 2 

_ 2s 2 - 2m 2 - X 2 -2 mx + 3 _ X 2 -i 2 mx - 2m 2 + 3 
(x-m ) 2 . (*-m) 2 

Xét #(x) = * 2 - 2mx - 2m 2 + 3, 

. ầg = m 2 + 2m 2 -3 * 3Ím 2 - 1 ), 
ắ 0 khi -1 ắ m ắ 1, 

Khi -1 < m < 1 thì phương trình £(x) = 0 vổ nghiệm hay y' - 0 vô 
nghiệm và y > 0 trôn tập xác định. Khi đó, hàm số không có cực trị. 

Khi m = 1 hoặcm = -1, hàm số đã cho trở thành y-x + 3 (vớix * 1) 
hoặc y = X - 3 (với X * -1). Các hàm số này không có cực trị. 

Vậy hàm số t đã cho khống có cực trị khi -t s m ổ 1. 


41 



§ 3 . 


1.15. a) f{x) = -3x 2 + 4* - 8 trôn dóạn [0; 1J. 

f\x) * -6x + 4. f\x) = 0 <=> X = |. . 

A0)»-8, 7(1)-- 7- 

Vậy min Ax) =-8 ; max/(x) = 1 
[OịlV DÔ; 117 3 

b) /(x) = X 3 + 3x 2 - 9x - 7 trên đoạn [-4 ; 3]. 

/•'(x) = 3x 2 + 6x- 9;/”(*) = 0 <=> r =1 a 
Ị_x = -3. 

Hàm số đạt cực đại tại X * -3, đạt cục tiểu tại X s* 1 và f CĐ * f{- 3) = 20 ; 

fcr - AD - -12; A-4) * 13 ; A3) - 20. 

Vậy min/(x) = -lă ; max f{x) 5* 20. 

1-4;« 1-4 ỉ Ã 

c) A*) - V 25 - X 2 trôn đoạn [- 4 ; 4]. 

f '(x) = . I~* ; /’(*) > 0 trên khoảng (- 4 ; 0) và 

V2Õ - X 2 

/'(*) < 0 trên khoảng (0; 4). 

Hàm sổ đạt cực đại tại X = 0 và f CĐ = 5. 

Mặt khác, ta có A-4) ■ A4) = 3. 

Vậy max f(x) = 5, min./(*)* 8. 

1-4 ; 41 [-4; 4] 

d) f(x) = lí 2 - 3x + 2 I trôn đoạn [-10; 10}. 

Khảo sát sự biến thiên và vẽ đổ thị cùa hàm số g(x) = X 2 — 3x + 2. 

Ta có 

g\x) = 2x - 3; g'(x)- 0 <=> X = 
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max /•<*) = A-10) = 132, 

[-10; 103 

min f(x) = f(l) “ f(2) =■ 0. 

[-10; 10] 

e)/ ' <l)= db tríndoạ " 

f ' ix) ’~^l ’ r(x)<0 “ ín ’[f i l) và f’ ( * )>0 trtn (f ; ?j 

nên hàm số đạt cực tiểu tại * = I và fcr - /(l) = 1- 
Vậy max f{x) = 2, min,/(«) = 1. 

Li ; 0j \VTÌ 

g) f(x) = 2sin* + sin2*ưênđoạn Ịo; 
f'(x) ■= 2cosx + 2cos2x = 4cob~cos-^; 
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Tacó AO)-OỰ/f(f)-ệ^, A*)-0, 

Từ đó la c6 ^ mạt f(x) = . min f(x) - -2. 

frì 2 [ 4 ] 

1.16. a) y = - 0 trẽn (-00 ; +oo). 

4 + X 2 


Đảng biến thién 



Từ đó ta có maxy = -ị, miny = ~4. 

K 4 R 4 


b)y= ĩsb trênkhoing 

sinx , _ _ 

y = — ■ ; y = 0 <=>x = 7t 

COS 2 X 

Bảng biến thiên 



Hàm số không có giá trị nhỏ nhất. Giá trí iớn nhất của hàm số Là 
**) = -!. 

Irx), 

c) y - - ---- trẽn khoảng (-00 ; + 00 ). 

1 + x 4 

-4x 3 : 

y ' =-— ; y' = 0 <=> X = 0. 

(l + z 4 ) • 
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Từ đó ta có giá trị lớn nhất của tích hai số là 

/ m E ucP(*) = PÍfì = ^-. 

( 0 ; m) K2J 4 

1.18. Gọi một trong hai số phải tìm là X, ta có số kia là X + 13. 
Xét tích p(x) = x(x +13) «1 X 2 +13* ; 

p'(x ) = 2x +13; p'(x) *= 0 «* * = 

Bảng biến thiên 



Vậy tích hai số là bé nhất khi một số là và sổ kia là 

1.19. 8 = 6f 2 - í 8 ,í > 0. 

Vận tốc chuyển động là V = 8) tức là V = 12í - 3í 2 . 

Ta có u' = 12-8í, 

v' ■ 0<s> í = 2. 

Hàm số V đổng biến trôn khoảng (0 ; 2) và nghịch biến trên khoảng (2 ; +~). 


Vận tốc đạt giá trị lớn nhất khi í* 2. Khỉ đó ^max^v = V CĐ - u(2) - l2(m/s). 

1.20. (H.3) Kí hiệu cạnh góc vuông AB là *, 0 < * < ị . \ 

Khi đó, cạnh huyên BC ~ a - X, cạnh góc vuông kia là \ 


AC * VflC a - AB Z = V(a - *r - * 
hay AC = Va 2 - 2a*. 
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■ Diện tích tam giác ABC ỉà 

S(x ) = ~x-Ja 2 ~2ax. 


S'(x) m 0 
Bảng biến thiôn 


S{X) = 2* Va - *ax. 

s\x) = ỉ Vạ 2 -2ax - 

£’(*) = 0 <=> x'=|. 



§ 4 . 

Ta có lim x - 00 , lim ^2* = +«* nỀn đường thẳng X * 2 là 

tiệm cận đúng của đồ thị hàm sổ. 

2* — 1 .. 2-i ' , 

Vì lim ~7 - 5= lim —*■ = 2 nôn đường thẳng y « 2 là tiệm cận 
x->±~ * + * X-Kb* J + 2 
X 

ngang của đổ thị hàm số. 

b)Từ lim 3 ——■ g +oo, lim ^ ~ ta có a: = -ỉ là tiệm cân dứng. 

1 + Ịạx + X ì - ứx +1 ổ 

*—ị ~-ỉ 

3 

Vì lim ~ 2 * * lim £ — - a -ị nên đường thẳng y = —I là tiệm 

'xh>±*-'8x* 1.' *-*t~ 3 + ỉ 3 3 

■ X ■ 

cận ngang. 
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c) .Vì lim - 5 -^- = lim 0 5 , = +~> nôn X '* I là tiệm cận đứng. 

2 + 4 - ox 2 ~ ^ ỬÍC o 

*HÍ *“*3 

Do lim - 5 ■ = 0 nên y = 0 là tiệm cận ngang. v 
x-*±" 2-3x 

d) Do lim ——■ = -o°, lim —~r =5 +°° nên X ~ -1 là tiệm cộn đúng. 

X Z-1 + x + 1 X~*~1~ X + 1 

' Vì lim '-——7 = 0 nên y - 0 là tiệm cận ngang. 
xW±*> x + l 

1-H+iI 

1.22. a) Ta có lim x ~ 12x+27 = lim -ĩ—|i=l nỂny = l là tiệm cân ngang. 

*-»±“ x-4x + 5 

* X 2 


, . X 2 —X - 2 

b) Vì lim - 


x-ă* (x - lf 


> nôn X ạ 1 là tiệm cận đứng. 
1 2 


X 2 -• ¥2 ^ X „2 

Từ lim — ——TT - lim .% = 1 suy ra y = 1 là tiệm cận ngang. 

x-*±p> { ■ 


*-»±- (x -1) *->±“ 


(- 1 ) 


C)V M” ^7 ■ ^ <* * 2) + (r+ 2)'~” v4 (* - 2X* + 2) * 

nên X ~ 2 là một tiệm cận đứng. 

Do lim * ss +00 và lim — * ^+5* n\ ~ n ^ n X = -2 là tiệm 


“_2-(x-2)(x + 2)‘ 


cận dứng thứ hại. 

X 2 + 3x 


Ta lại có lim 


lim ■ 


x->±~ x^ - 4 x-v±°° 1 _ 4 

X 2 


- = 1 nôn y = 1 là tiệm cận ngang. 


4 

Ịã 

2 -X 


2 _ 

d) Do lim —— — = lim 7 -—rrr -—37 

■*-*!* X 2 - 4x + 3 X-Tl* ■<* -1)(* - 3) 
cận đứng. 


* :poo nên X = 1 ià tiêm 


■ 

ị 

ị 

B 
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Mặt khác, lim - 2 — — = T°° nên x = 3 cũng là tiẹm cận đứng. 
*->a±x 2 -4x + 3 

Vi lim 2 - X — ộ nện y *0 ụ tiệm cận ngang. 

*-»**x 5 -4x + 3 ' 

143. a) Từ đổ thị 00 (H.l), đổ'cò Ễtoh (V 1 j nhận y - 2 là tiệm cân ngang và 
X * 2 là tiệm cận đứng; ta tịnh tiến đổ thị 00 song song với trục Oy lèn 
trôn 3 đơn vị, sau đó tịnh tiến song song với trục Ox vé bén phải 3 đơn vị, 
ta được các hàm sổ tương ứng sau : 


y = *(*> * 


2(x - 3) + 6 
X -3 + 1 


2x 

X - 2 ‘ 


Oi') 


b) Lấy đcfi xứng hình oo qua gốc 0, ta được hình oo có phương trình là 


y* M*)* 


2(-x) -2x 2 * 

(_*)^2 *""'* + 2 * 


§ 5 , 

1.24. Học sinh tự giải. 

1.25. Học sinh tự giải. 

1.26. a) Hình 4. 

b) Tịnh tiến (C) song song với 
trục Ox sang trái 1 đơn vị, ta được 
đổ thị (C\) của hàm số 

y = f(x) = ~<x + ỉ) 8 +3(* + l) + l 
hay f(x) = ~(x +1) 3 + 3x + 4. (Cj) 

Lấy đối xứng (Cị) qua trục Ox, ta 
được đổ thị (C) của hàm số 
y = #(x) = (x +1) 3 - 3x - 4 (H.5). 
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• • lữ ’ 1 ' '•■•• . !- ••>•* V- • 

<=> (x +1) 3 - 3* - 4 = m - 4. 

• . Jh '•'■ ••>' 

SỐ nghiệm của phương trình (1) lă số giấo điểm. cửai đựờng 


^íW^+ỉ) S -^4 'v^ịẻ-ÙU (Ợ) 


và y *s m.~ 4. 1 fiị- <4li) 

ý\ 

Oi C-. 

Từ dólhịhtespy tệ Mại • 

(Cộ 

ÌM.U...... 

3 1(0, 

• m > 5 hoặc m < 1 : phương trình 

■ h 

\ / : «0 

(1) có một nghiệm. _ 

ji Ị 2' 

• m = 5 hoặc m cs 1 : phương trình 

Y/tĩ-H 

Vi 

(1) có hai nghiệm. __ 

ự ị V 

ụ 

• 1 < m < 5, phương trình (1) có . 

Ả-2 Ạ-ỉ 

0 ắỊi ỉ è * 

ba nghiệm. 

/ ^ \ -1 

7 ị 

d) Vì (d) vuông góc với đường 

/ V-2 

thảng yss.-Ệ + l nôn có hệ sò 1 

L. A 

4 Ị 

góc bàng 9. 




Ta có 


#'(x)= 3(x + 1) 2 -3, 
g'(x )-9 < 


■f**l 
> [x = -3. 


Có hai tiếp tuyến phải tìm ià : 

y-l = 9(x-i)<=> ỵ = 9x-8 ; 
y + 3 = 9(x + 3)<=> y = 9x + 24. 

1.27. Xét hàm >4 

a)TXĐ,: 3\{~). 

... _ -2x 3m - 2(4 - x) ^ . -3m - 8 
(2x + 3m) 2 (2x + 3m) 2 

• Nếu. m < y > 0 suy ra hàm số đổng biến trên các khoảng 

{ 3m\ ( 3m • V 

l ; 2 ì' i 2 : + 7 
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• Nếu m > -|y ý < 0 suy ra hàm số nghịch biến ứên các khoảng 

• m = -^ thi ;ỵ * - J khỉ * *4. . • 

4-* ệ-1 1 

b) Ta56 M.ứĩầ - = ■ 2 

X 

nèn với mọi m, đường thẳng y «= “ là tiệm cân ngang và đi qua B\-J\ “ 2 )’ 

c) Số giao điểm của (C m ) và đường phân giác của góc phẩn tư thứ nhất là 

.4 ^. X 

số nghiệm của phương trình 2 jc + 3 m ■ x ' 

Ta cỏ » 4 ~ỗ -X ** 4 - X 3* 2x 2 +3mx với X*-ỀỊ1 
2x + 3 m * 

<=* 2x 2 + (3m + 1)« - 4 = 0, (*) 

, tAỈ „ ^ 3m 

với **2' r 

• Thay X = “^-váo (*), ta có : 

, í 3mf 9 m 2 3m ■ 9m 2 flm 2 3m 0 

H írT"ĩ“ ế ỉ a "2 

Như Vậy, để X - không là nghiệm của phương trình (*), ta phải có 

m 8 

3‘ 

Ta có A = (3m + 1) 2 +32 > 0, Vm. Từ đó suy ra vổi TO *đường 
thẳng y = x luôn cắt ( C m ) tại hai điểm phân biệt. 
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Để vẽ đá thị (C) của hàm số 
I Ậ -ị. X Ị 

ym \èTs\' giữ nguyên 

pháo đổ thị (C) nằm phía trên 
trục hoành và lấy đối xứng, 
phđn đồ thị (€) hầm phía 
dưới trục hoành qua trục 
hoành (H.6b). 



1.28. a) Phương trình đã cho tương 
đương với phương trình 
2(x -k) = ±(x - 1) 2 

-X 2 + 4x-l = 2k 
X 2 + Ị = 2k, 

Ta vẽ dổ thị của hai hàm số 
y = -X 2 + 4x -1 
và y = X 2 + 1 (H.7). 

Từ đổ thị ta suy ra : 

2k>i : phương trình có hai nghiệm ; 
2k = 3 : phương trình có ba nghiệm ; 

2 < 2k < 3 : phương trình có bốn nghiệm ; 
2k = 2 * phương trình có ba nghiệm ; 

1 < 2k < 2 : phương trình cổ bốn nghiệm ; 
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2k = 1 '• pi|uơ^trình có ba nghiệmT íítM-M,: i\' 

''ỶiW,V . 

phương-Irìntì tíỏiMi nghiệm ; 


2k<ì : piịùâng trình có hai nghiệm. 


1 < k <1 hoặc I < k < 1, 


noạc 7j <• « 1» “©—T— 

2 •.••VshSo#. . 

hoặc A = ỉ, hoặc k = ^ : phương trình có b* ; ngkịệm ; 

hoặc * < ỉ phương trình có hai nghiộm. 

b) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đổ thị của hàm s ốy = (x +1) 2 (2 - x). 


$•4* * 1 
*>1 


y a -X 3 + 3* + 2=> / = -3ac 2 + 3 ; 



một nghiệm.; 

• * ■ 4 hoặc k = 0 : phương trình có hai nghiệm; 

• 0 < k < 4 : phương trình cô ba nghiệm. 

1.29. a) y = * 3 - (m + 4)x 2 -4 x + m 

«s> (x 2 - 1 )m ị y — * 3 + 4 jc 2 + 4x * 0. 

Đồ thị của hàm số (1) luồn luôn đi qua điểm A(z ; y) vời mọi m khi (* ;'y) 
là nghiệm của hệ phựơng trìilh : 
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. j* 2 T.1-0 , ,.. ...... 

\y-x 3 + 4x 2 + 4x = 0. \ *■ 

Giải hệ, ta được hai ngfufm [* =1 ’ y m " 1 . / 

: ;v, èn : % ■ ỉ : 

Vậy đổ thị của hàm số luôn luôn đi qua hai điểm (1; -7) và (-1; -1). 

b) y'= 3x 2 -2(m + 4)x-4; 

A' = (m + 4) 2 + 12; 

Vì A' > 0 với mọi m nên y' = 0 luồn luôn có hai nghiệm phan biệt (và đổi 
đáu khi qua hai nghiệm đó). Từ đó suy ra đổ thị của (1) luôn luôn có cực trị. 

c) Học sinh tự giải, 

d) Vứỉm = Ọtacó y = X 3 4x 2 - 4x. 

Đường thẳrig y*=kx «e cất (C)tại ba điểm phân biệt nếu phương trình 
sau cổ ba nghiệm phân biệt 

X 3 - 4x 2 - 4x = kx 

hay phương trình X 2 - 4if ~'(4 + A) * 0 '0(5 háĩ nghiệm phan biệt khác 0, 
tức là ■ ... 

ÍA' = * + 8 > 0^ ĩ-8 < k < -4 
1* * -4 [-Í-4 < k < +O0. 

1.30. a) Học Sinh tự giải. • •••?.. ' : ; l 

b) - 2x 2 - ® = 0<=> X* - 8* 2 -9 = 0 

, «• (x 2 +l)(*? -. 9 ), = 9, Ị * “ “ 3 . 

. - Tă 1 « - 8 ; ■ ■ ' 

(C) cắt trục Ox tại X - -3 và X = 3. 

* Ta cỏ ỵ’ = X 3 -4*. * 

Phương trình tiếp tuyến của (C) tại điểm có hoành độ * = 3 và X * -3 
lần lượt là 

y = y'(3)(x -3) và ý * ỹ*(-8X* + 3) 
ha y y = 15(x-3) và y - -15(* + 3). 
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c) i~. - 2x 2 -- 2x 2 <=> X 4 =ồ + 4k. 

Từ đó, ta có 

k = ~ 2 ’. (C) và (P) có lĩlột điểm chung là(o ; - |Ị. 

4 .. ••••,; • Y .‘Vi- -J. 

k>~ị: (C) và (P) có hai giao đíém. 

4 

h<-%\ (C) và (P) khổng cất nhau. 

4 \ 

1.31. a) y - X 4 + mx 2 - m - 5; 

y'= 4x 3 + 2mx = 2x(2x a + m). 

(C m ) bó ba điém cực trị khi y ■» 0 có ba nghiệm phân biệt, tức là 
2x(2x z +m) = ũ có ba nghiệm phân biệt 
<=> 2x 2 + m = 0 cổ hai nghiệm phận biệt khác 0 0. 

b) Đường (C_ 2 ) cố phương ttình là y - X 4 - 2x 2 - 3 ; 
y' = 4x 8 - 4x. 

Tiếp tuyến của (CU 2 > sohg song với đường thẳng, y « 24x -1 và đi qua 
điểm trên đổ thị có hoành độ thoả mẫn 4x s - 4x = 24 

^ _*_6 = 0 (x- 2 )(x 2 +2x + a) = 0»x = 2. 

Vậy phương trình của tiếp tuyến phải tìm 1 ày- 1 y(2) = 24(x - 2) 

<=> y * 24x - 43. 
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Bàl tộp ôn chương I 

ị&kỂ&r 4x 3 + X, y' =*? I2x 2 + 1>0,Ỵx 6H., 
Bảng biến thiên 

, 0 * +O0 



Đổ thị như trÊn Hình 9. 

b) Giả sử tiếp điểm cần tìm có toạ độ (Xo ; yo) 

thì f\x o) = 12*0 +1-18 ( vì tiếp tuyên song 
song với đường thẳng (d): y - 13* +1). Từ đó 
tacóxg=±l. Minh 9 

Vậy có hai tiếp tuyến phải tìm là y = 13x ± 8. 

c) Vì y = 12x 2 +m nên: ' 

.Với m ằ ơ ta có / > 0 (khi m> 0 ; y «0 tại X = 0). Vậy hàm số (1) 
luôn luôn đổng biến khí m £ 0. 

• Với m < 0 thì/ »0«í = ±J J^L2 ' 

Từ đó suy ra 

y> Ovới -o<x<-^ v à ^<x <+ -. 

/ <ọ vdd 


: -m 

*>Vl2* 

Vậy hàm số (1) đồng biến trôn các khoảng ^-oo; - »*+•»] 

và nghịch biến trên khoảng ' 
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1.33. Hàm $ố y = X 3 + mx 2 - 3 xác định và cồ đạo hàỀagMgỊttt 1 :'n' 1 \ẻÀ 

x '■ , Ỵ y' = 3x 2 + 2mx = x(3x + 2m). 

Đế hồm số có cực đại, cực tiểu thì phương trình / = 0'phải‘éổ hai nghiệm 
phân biệt: 

*i-°: *ỉ= z § !i <* 0- 
Muốn vậy phải có m (t 0. 

b) Ta có lim (* 3 + mx 2 - 3 ) * +00 và>(0) = -3 < 0. 

. , *-♦+»• 

Vậỵ với mọi m, phương trinh X 3 + mx 2 “3 = 0 luôn luồn có nghiệm dương. 

c) Phương trình '■/(*) = X 3 .+ mx 2 “3 = 0 có duy nhất một nghiệm khi và 
chỉ khi cực dại và cực tiểu của hàm sốy = fịx) cùng dấu, tức là 

mf^>0r 

<=> (-3)^-^pỹ- + —— 3^j > 0 <=> 8m 3 - 12m 3 + 81 > G 
<=> 4m 3 < 81 hay m < 3 (m * 0) 

1.34. a)y * -im 2 + 5m)x 3 + 6mx 2 + 0X “ 5 , i, 

y' = -3(m 2 + 5m)x 2 + !2mx + 6. ;í# ' ' ‘ ! ' ■ ! 

Hàm số đơn điệu trên R khi và chỉ khi y' khổng đổi đáu. 

Ta xét cốc trường hợp : 

• mr + 5m = 0 <s> \ „ 

Im = -5. 

- Với m ss 0 thì y = 6 nên hàm số luồn đổng biến. 

- Với m = - 5 thì y' = -60x ị 6 đổi dấu khi X đi qua-^. 

• Với m 2 + 5m * 0. Khi đó, y' không dổi dấu nếu 

A' = 36m 2 +18 (m 2 + 5m) s 0 
<=> 3m 2 + 5m s 0 o ắ m ắ 0. 
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- Vói đíéltỊSặtỉ đô,ia cổ ~si m 2 +ồ>n) ,; > 0 óífe^ặ^4Íặí1ỉd hàm số 
đổng Wến trên R. 

Vậy vdi điéu kiộn -| £ m sothìhàm số dồng biến trên 'R. 1 ?’• ; 

b) Nếu hàm số đạt cực đại tại * «■ 1 thì y^ý = ọ. Khi dó : 

9 _ „ Im a Ị 

y(l) = -3m a -3m + 6 = cu* __ 0 
— “«• 

Mật khác,y" = -6(m 2 + 5m)* + 12m. 

t Với m = 1 thì y" = -36* + 12. Khi dó, y"(Ị)'= -24 < 0, hàm số đạt cực 
đại tại x=ỉ. 


• VỞỊ ‘m = - 2 thì y = 36* - 24. Khi đó, y"(1) * 12 > 0, hàm số dạt cực 
tiểu tại * = 1. 

Vậý với m = 1. thì hàm số dạt cực đại tại * ■ 1. 

1.35 a) Ta có y + o* 2 + ( 3o - 2)*. 

y' = (o -l)* 2 + 2ax + 3d - 2. 


• Với a ■ 1, y' = 2* t l<tói dấụ khi X đi qua Hàm số không luôn 


luôn đổng biến. 

• Với a *■ 1 thì vái mọi X mà tại đó y ' i 0 



'ữ-Ị > 0 
A' = -2a z 


+5a - 2 £ 0 


«oS2, 


(y' = Ochỉ tại X ■* -2, khi a = 2). 

Vậy với a à 2 hàm số luôn luôn đổng biến. 

b) Đổ thị cắt trục hoành tại ba điểm phân biệt khi và chí khi phương trình 
y = 0 có ba nghiệm phân biệt. Ta có 

, y = 0<=> + «* + 3p - aỊ-O ' 

<=> x[(a -1)* 2 + 3a* + 9Õ - è].= 0. 
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y * 0 có ba nghiệm và cM khi phnong trình 

(a - l)x* + Sax + 9a - 6 *: 0 

có hai khéc 0. Muôn vậy, ta phải cứ;. 

fa -1 * 0 . 

* A = 9a 2 - 4(a - l)(9a “ 6) > 0 
9a - 6 * 0. 

Giải hộ trên, ta dược : 



Đổ thị như trên Hình 10. 
Vì 
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nên từ đổ thị (C) ta suy ngay ra 
đồ thị cửa hăm số 


* 3 , 3x 2 . 5x1; 
6 2 + 2 1 ; 


nhutrén Hình 11. 

1.36. a) y = X* -2x 2 , 

y' - 4x 3 ~4x = 4x(x 2 - 1). 


= 0 <=> 


X = -1 

X = 0 

X = ĩ. 



X 

-00 ■ r- Ị 

0 1 + oo 

ý 

0 

+ 0 - 0 + 

y 

Đồ thị nl 

+ oo 

' -1 ■ 

IU Hình 12. 



b)y' = 4x 3 - Amx = 4jf(* 2 - m ). 

Để (C m ) tiếp xúc với trục hoành tại hai . 
điểm phân biệt thì điổu kiện cẩn và đủ 
là phượng ựình y' m 0 có hai nghiệm, 
phân biệt khốc 0. 

• Nếu m £ 0 thì X 2 —m í 0 với mọi X 
nén đổ thị khống thể tiếp xúc với trục 
Ox tại hai điểm phân biệt 

• Nếu m > 0 thì y = 0 khi* = 0, X « ±Vm. 
f{yfm) = 0<=> TO 2 - 2m 2 + m? r m 2 = 0 


■■<=> mr(m - 2) = 0 m ss 2 (do m > 0). 
Vậy m = 2 là giá trị cần tìm. 
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■/' 07. á) 
b) 


c tự giải. 


' •;isi‘ỉ ?4.«íỊ- 

'V 


0 , '*•* 1 - '• 

Píiuộng trình tiếp tuyến.tại điểm Mq(x q ; y 0 ) là 
y-yọ = y'(*0 )(*-*o). 

trong dó ỵ(x 0 ) = 7~~2 • Ta cố 

(«0-2 r 


y = - 


Để đưòng thẳng đó đi qua 0(0 ; 0), điều kiên cần và đủ lầ 

9*1 , 3(*0+lL 0 „Ị*°* 2 

(*,- 2 f *0 “ 2 1*0 + 2*0 -2 = 0 

<=> x 0 = -1 ± V 3 . 

• Với x 0 = -1 + Vã , ta có phương trình tiếp tuyến y = - f (2 + Vã) *. 

• Với x 0 = -1 - Va , ta cố phương trình tiếp tuyến y = -|(2 - Vã )x . 
Cdch2 

Phương trình đường thảng đi qua gốc toạ độ 0 có dạng y = fùc . 

Đề xốc định toạ độ tiếp điểm eảa hai đưỉmg 

3(x +1) ..X — 1 .^ . 


tagiẨihệ: 


3(x +1) . 

X - 2 


(x - 2) 2 


■ vày = kx, 


3(x + 1) , 9x 


x-2 i*^2Ỷ 

k. 


(x-2) a 


Giải phương trình 'thứ nhất, ta được X = -1± Vẩ. 
Thay vào phương trình thứ hai, ta cổ 
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*1> ’-|( ; 2,+.Vấ), % * -'"|(2 - Vã). *;<:) ỉt ị 

TừiỆÓGÓhai phương trìnhtiếptuỵếh là t 

. 'ỉ V, ^ = “ềí- + V3)*và < y = -^(2 - 

c) Đổ tìm trôn (C) ọác dtiểrp pó tqạđộ nguyên, ta có 

Điổu kiện cần và đù để M(x ; y)s (C) có toạ độ nguyôn là X€ 2 vằ —z 
hay 9 i (x - 2). Khi đó, X - 2 nhận các giá trị ±1 ; ±3 ; ±9 
hay X nhận các gỉá trị 1 ; 3 ; — 1 ; 5 ; ; 11. 

Do đó, ta có sáu điểm trên (C) có toạ độ nguyên là 

(1 ; -6), (3 ; 12),; (-1 ; 0), (5 ; 6); (-7 ; 2), (11 ; 4). 

1.38. a) Bạn đọc tự giải. 

b) Tiệm cận đứng là đường thảng x a 3,; , 

Tiệm cận ngang là đường thẳng y * i; 

Do đó, giao điểm của hai đường tiệm cận là 7(3 ; 1). Thực hiện phép 
đổi biến 

. . . Ấ*=XM .. . .. rili .... sỉ; 

■ ^ =r+i ’ .r . 

tađoợcy + l = ^ = 

Vì Y * ^ ỉà hàm số lè nôn đổ thi (O của hàm số nầy cố tâm dổi xửng là 
gốc toạ độ / của hẹ toạ độ ỈXY. 

c) Giả sử M(x 0 ; y 0 )e (C), Gọi dj là khoảng cách từ M đến tiệm cận 
đứng và d 2 là khoảng cách từ M đến tiệm cận ngang, ta cò’: 

^ ?l, ^2 - líra -iN 
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Từ giả thiết suy ra 1*0 -3Ị *ờ **'& 

Có hai điểm thoả mãn đáu bài, đó là hai điểm có hoàníìdộ *0 = 3 ± Võ. 
1 , 39 . Hàm số /(*) = 3* B +15* - 8 là hàm số lièn tục và có đạo hặm trênR 

Vì /XO) = -8 < 0, /(1) = iứvo Xiéí tổn tại một số *0 è (ò; 1) sao 
chó/ (*o) « 0, tức là phương trinh A*)* 0 cố nghiệm. 

Mạt khốc, ta có y' 1 * 15* 4 +15 > 0, V* 6 R nôn hàm số dã cho luôn luôn 
đồng biến. Vậy phương trình đó chỉ có một nghiêm. 


Đáp án bòi tộp trác nghiệm 

1. Chọn(A). 

Hàm sổ dạng này có một điểm cực đại tại X = 0 và đồng biến trên khoảng 
(_oo; 6) với 6 á 0. Vặy hàm số đổng biến trên khoảng (^*>; 0). 

2. Chọn (D). 

, _ -X 8 + 4* + 2m + 1 . yỊ g Q # 2) -p9 A' = 2m + 5 ỉ6 (dấu V xảy 
(2 - x) 2 

ra nhiẻu nhất tại hai điểm, nên hàm số nghịch biến trtn các khoảng 
5 

(^o ; 2) và (2 ; +«) khi rò ắ -ị. 

3. Chọn (C). 

Ta cỏ y( 0) «2, y(»)« ff 4 + 3a 2 + 2 > 2 với mọi 0*0. 

Vậy hàm số có một điểm cực tiểu là X = 0. 

4. Chọn (B). 

4 4 

Với mọi X * otađẻueố y ° ' 2 y -- ắ 0 + 2 “* 2 
nên hàm số đạt giá trị lớn nhất khi * - 0 hay max y m 2. 
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BBAlTẬPaiẢITlCH 12 


5. Chọn(A^ Vm V : .. f . 

6. Chọn (Ó- ; , 

,, V.?1ỂÕW » ■ ^ y ' ■ .• . ;ỉ 

ỉèàm+ố y = x khôngxáe-đinhtại * * 2 nên phải loại (M, (B)- 

Thay X = 3 vào hàm số trôn, ta được y( 3) = 0. Mạt khác, hàm sơ thứ hai 
có giá trị là 4 khi X = 3, do đó loại (D). Vậy (C) là khẳng định đúng. 

7. Chọn(D). 

Vì x 2 +x + 4>0 với mọi X nên phương trình (x-3)(x 2 + x + 4) = 0 
chỉ có một nghiệm là X - 3. Do đó, đổ thị của hàm số đã cho chỉ có một 
giao điểm với trục hoành. 
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ỵphuơng II. HÀM SỐ LUỸ THỪA ! ' 

( y HÀM SỐ MŨ VÀ HÀM sơ LỐGARIT 


§1. Luỹ thừa 


A. KIẾN THỨC CẨN NHỚ 


1. Luỹ thừa VỚI số mũ nguyên 

• Luỹ thừa vối số mũ nguyên dương 
Cho a e R, n 6 N . Khi đó 


a - o.a...a , 
n thùa số 


• Luỹ thừa với số mũ nguyên âm, luỹ thừa với sô' mũ 0 
Cho a^O. Khi dó 

“r 




• Luỹ thừa với số mũ nguyên có các tính chất tương tự tính chất của luỹ 
thừa với số mũ nguyên dương. 

• 0° và 0“” không có nghĩa. 

2. Cân bậc n 

Cho sơ thực b và số nguyên dương nỉ 2. 

SỐ a được gọi là can bộc n của số b nếu a n =b. 

Khi n lẻ, 6 G R : Tổn tại duy nhất y/b ; 

ỵb < 0 : Khỏng tồn tại căn bậc n của b ; 

Khi n chẩn và^-6 = 0 : Có một căn te'= 0 ; 

te > 0 


6 > 0 : Có hai cãn 


-te <0. 


BT-GT 12 { Tay 


Mat in: B 


Mau in: 





3. Luỹ thừa vở! số mũ hữu tỉ 

Chp ệố thực a > 0 yà số hữu ti r = trong đó/jieZ,ne N, n à 2. 

Khi đó 

; '*» ••' 

a r m a n * fa m , 

4. Luỹ thừa VỚI số mũ vô tỉ 

Giả sử a là một số dương, a là một số vồ tỉ và (r n ) là một dãy số hữu tỉ 
sao cho limr„ = a. Khi đó 

7l-»+oo 

a a = lim a r ". 

5. Céc tính chất 

Cho hai số dương a, b ; a, p € R. Khi đó : 

* a a .aP = a a+ ^\ ^ = a a ^ p ; 

*(abf=a a b a -, 

* Nếu a > 1 thì a a > khi và chỉ khi a> ậ. 

* Nếu 0 < a < 1 thì a° > a p khi và chỉ khi a < ậ . 

B. VÍ DỤ 

• Vi dụ ĩ —--——------ 1 

Tính: 

a ) i^y ,7 \ịiy ; b) (0,04)~ 1,6 - (0,12.5) - f ; 

9 2 6 4 ị i'r? ị 3 y 4 

c) 8^:87- 35.38 ; ,d)\6«/ +1(0,2)4/ . 
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Giải 


a) (i) 0,? ' l+ ff) TiS - + te -3 )" 3 = 2 3 +'2* «=8 + 16 = 2 

2 3 2 

b) (Ữ.04)" 1 ’ 5 - (0,125) 3 = (o,2 2 )" 2 - (o,5 3 ) 3 

= (0,2)^ - (0,5)" 2 = 125 - 4 = 121. 

9 2 6 4 7 10 

c) 87 : 87 - 35.35 ,= 87 - 3 6 = 8 - 9 = -1. 


>-(( 0 , 2 )!) - 


B 2 + (0,2)' 3 = 25 + 126 - 150. 


Cho a, b là các số dương. Hãy viết và rút gọn các biểu thức sau dưới 
dạng luỹ thừa: 

1 11 

a) a 3 .Vfl ; b) 62.6 3 .§£ ; 

4 1 

c) a 3 : %ỉã ; d) %ỉb : 6®. 


Với a, 6 là các số dương, ta có : 

1 11 l + l 5 

a) a s \ỉã = a 3 a 2 = a 3 2 = a 6 . 

I 111 1,11 

b) 62.63.^6 = 6 2 .6 3 .66 = 6 2 + 8- 6 3 

4 4 1 41 

c) a 3 : tyã = ơ 3 : <z 3 = a 3 3 * a, 

1 11 11 1 

d) %b :6® = 6 3 : 6« = 6 3 8=6«. 

• Ví dụ 3 -- 

Tính giá tri của biểu thức : 
a) ìỉã.tyã với a - 0,09 ; 

^ Vdib=ưi 


b) &: $ỉb với 6 = 27 ; 
d) §faẴfa}tf<ỉ với a = 2,7. 


BT-GT 12 ( iav 


Hat in: A 


Mau in: 



Giải 

a) $fc'ịỉam aiaề = a 3+ 6 = À = (0,09)2 =0,3. 

11 H ti 'í 1 ■ ' ;í ; ’ 

b) Vô : ^6 = ỏ2 : 6® = = 6 3 = 273 = 3. 



Giải 

4 3 + V2 2l“'/2 2 - 4*"\/2 = 22(3+'/2) 2Ị - V2 2~' 4 -V 2 

= 2 6+2n/2+1->/2-4-n^ _ 28 M g 

g 8 +Vf> 28+V5 gS +>/5 2 

2 2 +^3 1+ '/5 = 2 2+>/5 3 l+%/& ” 2,8 =18 ’ 

c) (25 1+ ^ -5 2 ^).6- 1 “ 2 ^ =(6 a+a ' /5 -5 2 ^),5- 1 - 2 ^ = 
= 5 2+2V2-l-2V2 _ 6 2>/2-l-2V2 = 5 _ 5-1 = 5 ^ I _ 24 
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Giải 

a) Ta có số mũ -Vã < -Vã và cơ số 4 > 1 nôn 4“^ < 4"A 

b) Tương tự, Vã > 1,7 và 2 >1 nên 2^ > 2 1J . 

c) Vì 1,4 < Vã và cơ số*! < 1 nôn (!) ; > (!) ;. ; 

d) Tương tự, 7Ĩ > 3,14 và ! < 1 nên (!) < (!) 


»Ví dụ 6- 


Cho a, 6 là các số dương. Rút gọn các biểu thức sau 

4-Ễ4M.; 


1 5 1 _1 ' 

Ạ -a 4 62+6 2 


Gỉái 


Với a, b là các số dương, ta có : 

m ị£jJEị ị 

0 ĩ- 0 ! 6-2 -Ậ _ aỉ(l- 0 2) i '*(l-f> 2 ) 
b) "T—I" ỉ _ĩ 1 1 ^ , 

a 4_ 0 4 62 +6 2 a 4 (Ị - a) 6 2(6 + 1) 

(1 - a)(l + a) (l-6)(l + 6) _ al b 
1-a 6+1 


• Vidụ 7 


Hẫy so sánh các cặp số sau : 

a) tyĩõ và ® ; . ._ b) #5 và VỸ. • 
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Gidỉ \ ... , . &l- 'i 

a) Đưa hai căn đa cho về cùng căn bậc 15, ta được 

» 10 « lạioooòo, 

^Ỉ2Õ = l ^2^ = 1 ệOTÔ. 

Do 100000 > 8000 nén tyĩõ > ^20. 

b) Tương tự, ta có 

w- 1 $ f 7 ĩ - i ?24õĩ. 

Vậy ^5 < $7. 


c. BÀI TẬP 


2.1. Tính: 

a) 2 2 " 3 ^\8 N ^ ; 
IQ 2 ^ 

2.2. Tính 


ii+a!5,9^2 . 


b) 3' 
d) 


3 1 . . 1 2 1 

a) 4 SIOOOO 0 ’ 26 ~ ( 7 3 §] 5 ; b ) (0,001)~3 -2-2.643 -8 _1 : 

2 1 . 
c) 273 - (-2)“2 + (a|) 3 ; d) «5)- 4 - 625 0 ’ 26 - 

23. Cho a và b ỉà các số dương. Đơn giản các biổu thức sau : 
.4/121 1 Ị. 

V a 3 la 3 + a 3/ aSy/b +b ẵ >ỉã 

U ị 41 $ỉã.+ $fb ; 

a 4 lo 4 +a, 4/ 

c) ($/ã + $/&)(a5 + 53 - ặ/aò) ; d) (a® + 63); 1^2 4- ^ ^j 
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2.4. Hãy so sánh mỗi số sau với 1 : 

a).2' 2 ; b).(Ò,0l3r 1 ;■ 


2.5. 




Hãy so sánh các cặp số sau : 
a) VĨ7 và ® ; 



%■ 

.»r 

b) ^13 Và ^23 ; 
d) 4^ và 4^. 


§2. Hàm SỔ luỹ thừa 

A. KIẾN THỨC CẨN NHỐ 

1. ĐỊnh nghĩa 

Hàm số y - x°, với a € R, dược gọi là hàm sô' luỹ thừa. 

2. Tậpxácđtnh 

Tập xác định của hàm số y = x a là : 

• R với a nguyên dương ; 

• R \ {0} với a nguyện am hoăc bằng 0 ; 

• {0; + ao) với a khổng nguyên. 

3. Đạo hàm 

Hàm sổ y = x a (a 6 R)'có đạo hàm với mọi X > 0 và (ac a )’ = ax a ' 1 . 

4. Tính chất của hàm aố luỹ thừa trôn khoảng (0 ; +oe) 

1) Đồ thị luôn đi qua điểm (1; 1), 

2) Khi a > 0 hàm số lụổn dồng biến, khi a< 0 hàm số luôn nghịch biến. 

3) Đồ thị của hàm số khổng có tiệm cộn khi a > ọ. Khi a < 0, đổ thị của 
hàm sổ cớ tiệm cận ngang là trục Ox, tiệm cận đứng là trục Oy, 
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Vậy tập xác định của hàm số là D = (- «1] u [4 ;+oc). 
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b) y = * 2 . 


8 , ■ > í; ; ,. s ;. ịáị^ 

b) ý-ị(* S +*-4n(2» + l). 

c) y = \/3(* 2 -3x + 2) * (2*-3). 

• Ví<fụ3—-_-f- 

Khảo sát sự biến thiể& và Vê đổ thị cửa các hàm số sau : 

t) 

Giải 

. __4 1 

a )y m * m -=ĩ' 

X* 

Tập xác định D = R \ {0}. Hàm số đa cho là hàm stí chán vì y(-x) * >(*)■ 



lim y * limy = lim y = lỉm y “ 0. 

X->Q- r_»0 + *-f-" *->+"’ 


ĐỔ thị có ti$m cận đứng là trục tung, tiệm CẠn ngang là trục hoành. 
Bảng biến thiên 



Hình 14 
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b) y = 


Tập xác định của hàm sđ y = là D - (0 ; +°°). 

n , '' 

1 - 5x2 > ớ; Vjf ì> héổ hàm 8$luởn đồng biến. 


lim y m 0 , lim y 

*r>0 + X~*+I* 

ĐỒ thị khổng có tiệm cận. 

Bảng biến thiện 

X ị 0 +~ 



• pổ thị (H.15), 


• Ví dạ 4 __ 

Hay vẽ đổ thị của mỗi cập hàm ! 

ì 

a) y = X 4 và y m ** ; 



5 sau trẾn cùng một hệ trục toạ độ 
' *iv. b) y=x 5 và 


Giải 

a) • Xét hàm số y = x 4 , ta cỗ 
Tập xác định : R. 

y' - 4x 3 . 

lim y = lim y = +oo. 

X-*-~ X-H«* 


Bảng biến thiên: 






• Xét hèm số ý= x~ 6 . 'Âu . 

Tập xốc dịnh: Đ=R\ {0}. Hàm số đã cho là hàm số lẻ. ‘ v * -• 

y^-ỗx- 9 . 

ý < 0, V* e D nênb&n số luôn nghịch biện tx^n các khoảng (— ;0ụ0;+~). 

ú*ẵ'y» lim y = 0, limy = -~, lịm 4*0. 

*->+<■“ x-»cr *H><r 

ĐỔ thị có tiệm cậri ngang là 
trục hoành, tiệm cận đứng là 
trục tung. 

Bảng biến thiên 

X I -oo 0 +0© 



• Đồ thị của hai hàm số 
y = x 5 và y * ar“ 6 cớ dạng ở 
Hình 17. Cả hai đd thị này đéu Hình 17 

có tâm đối xứng là gốc toạ độ. 

• VidụS ----- —- 

.Từ các đồ thị ở câu b) của Ví dụ 4, hãy vẽ đổ thị của các hàm số sau: 
a)y = l*ỉ e ; ■ b)ỵ-|af*|. 



a) Ta có 


Giải 

y = \ x f = ị* 5 ’ nếu xì 0 

[-X 5 , nếux<0. 
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Po/đó,, đổ thị của y - w 6 
gđi^haipỉiần; 

- Phân đồ thị của hàm số 
y = X 5 ứngvớixằO. 

- Phần đốì xứng qua trục hoành 
của đổ thị hầm sổ y - X 6 

với X < 0. 

Vậy đồ thị cùạhàm sổ y - I X i 6 ■ 
có dạng như ồ Hình 18. 
b) Ta cò 

[-X -6 nếux <0, 

Do dó, đổ thị của y = lx" 6 ị 
cũng gồm: 

- Phần đổ thị cửa hàm số 
y = x~ 6 ứng yới X > 0; 

- Phân đối xứng qua trục 
hoành của đổ thị hàm số 
y = X -6 ứng với x < 0. 

Vậy đổ thị của hàm sổ y * |x" 6 l 
có dạng như ò Hình 19. 




c. BẢI TẬP 

2.6. Tìm tập xấc định của cốc hàm số sao : 

a>y=(* 8 -4* + 3)- 2 ; Y b) *.(*•-8)»! 

1 ' ! 

c) y ss (x 3 - 3x 2 + 2x) 4 d)y = (x 2 +x - 6) 
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2.7. Tính đạo hàm của các hàm số cho ở bài tập 2*0. , ú ; 

2.8. Khảo sắt sự biến thiên và vẻ đồ thị của các hàm số sau: 

1 * 

*) y - ; ■ fc) y. * *v ? ► c) y « , V , 

2.9. Vẽ đổ thị của haỉ hàm số sau ttéin cùng một hệ trục toạ độ : 

y * X 6 và y « xT *. 

'. B ' ■■ " -1 . '■ 

2.10. Vẽ đổ thị của các hàm số y = tf 2 và y = x% trôn cùng một hộ trục toạ độ. 
Hãy so sánh giá trị của các hàm số đó khi ÍC - 0 ; 0,6 ; i ; I ; 2 ; 3 ; 4. 

2.11. Hẫy viết các số sau theo thứ tự tảng dẩn : 

a) (0,3)*, (0,3) 0 ’ 5 , (0,3)3, (0,3) 8 - 1418 ; b) (1,9)*, ÍC* ; 

. 1 /.\2,ì _2 2 2 _2 

c) 5 , 5 -0 ’ 7 , 53, Ị±J ; d) (0,5)~3, (1,3)"3, n 3, ịgfĩ . 

$3. Lôgarlt 

A. KIẾN THỨC CẨN NHỚ 

1. Định nghĩa 

Cho hai sổ dương a, 6 với a # 1. Số a thoả mãn đàng thức a° - b được 
gọi là lôgarit cơ sổ a của b và kí hỉẬu là log 0 b. 

a - log a b <=> ữ a *t ồ 

2. Các tính chít 

log a 1 = 0, log B a = 1 ; 

O 1 °«* 4 =6,lo» 0 (o^)-o. 

3. Các quy tắc tính 

• Với các số dương a, Ò 2 vàa * 1, ta có 
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iogo&ố*) “ tog<A + k** 0 * ỉ 

log a ^-' = log 0 ối-iogo^a-' 

* 

VVới các số dương a, b và a * 1, ữe R, n e N , ta có ' 
log a ỉ = -Ịog a b ; loga b° = orlpga b ; log 0 $b =^log 0 6 • 

• Với cốc số dương a, ố, c và (I * 1, c * 1, ta có 

log “ w^ <í,!el): 1 ^“ 4 => g » ỉ,( “’ s0) ’ 

4. Lôgarit thập phân, lôgarit tự nhlôn 

logio * * lg* hoặc logio * ■ logx ; log e X = ln*; 


B VÍ DỤ 


• Ví dụ I -—----- 

Tính 

a) 3 51 o ® 3 2 . b) logg Iog 2 8 ; 

c)21og! 0 - ~log! 400 + 3log! ^46 . 

_ 3 2 3 ^ 3 _ 

Giải 

a) 3 6log a 2 =3 log 8 2 6 =2 6 = 32. • 

b) log 3 log 2 8 = log 3 log 2 2 3 = log 3 3 =1. 

c) 21og 1 6 — ^logj 40Ọ + 31ogi ^/45 = 

3 2 3 3 

Ị 0 

= log 1 6 2 -logi 4002 + logỊ $ 45 ) 

3 3 3 

- log! 36 - log! 20 + logỊ^ 45 

3 3 3 

- ìog I = l°g 1 81 * -log 3 3 4 = -4. 

3 3 





• Vi đụ 2 -—-----;- 

Chọ a Và 6 là các số đương. Tìm X, biết: 

a) log 3 X = 4log3 a + 71og 3 b ; b) log 2 X = jlog 2 a + ậlog 2 b. 

' ị 4 3 ! 3 

Giã 

Với ò và 6 ià bác số dương, ta có : 


a) log 3 X = 4log 3 a + 71og 3 b - log 3 a 4 + log 3 ồ 7 as logg (a 4 ò 7 ). 
Vậy X = a 4 ồ 7 . 

1 4, 1 ị 4 ( ị 4' 

b) log 2 x = -Ị-log 2 a + ệlog 2 Ì = log 2 a 4 + log 2 ố 7 = log 2 \ữ 4 6 7 , 

3 3 3 3 3 3 


1 4 

Vậy X = a 4 6 7 . 


• Vírf(í 3- 

Ị Cho log 2 5 = a. Hãy tinh log 4 1250 theo a. 


Giải 

Ta có log 4 1250 = log 2 * (2.5 4 ) = |ìog 2 Í2.6 4 ) 

= ỉ(log 2 2 + log 2 5 4 ) = |(l + 4log 2 5). 
Vậy log 4 1250 = -|(l + 4a). 


• Ví dụ 4 _;_____ 

I Cholog 12 18 m a, log 24 54 = 6. Chứng minh rằng ab + 5(a — 6) =. ỉ. 


Ta có 
Suy ra 


Giải 


a = log 12 18 = 


log 2 18 1 + 21og 2 3 

log 2 12 * 2 + log 2 3 * 


log 2 3 = ‘ 


( 1 ) 
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(Hiểnnhiên 2-a * 0 vì Ịog 12 18 < log 12 12 2 = 2). 

„__ ■ log 2 54 ' l + SlogịS 

Tưong tự, 6 = log 24 54 = * T^3 ; 

Suy ra log 2 3=^~. 

(Hiển nhiên 6 # 3, vì log 24 54 < IỚỂ24 248 = 3) ■ 


( 2 ) 


Từ (1) và (2) ta có 

hay 

Vậy 


2o -1 _ 36 -1 
2-a = 3 -b 

6 a - 2 ab - 3 + b = 6Ố - 3 ab - 2 + a. 
ab + 5(a - 6) = 1. 


• Ví dụ 5 - 

I Cholog 0 x = p, ìog b x = q, log abc x = r.Hãy tính log c x theop, q, r. 


Giải 


Từ đề bài suy ra 

log„ abc = - 
r 

hay 

log x a + log x b + log* c m'j; . 

Dọttó 

log x c ** £ “ log x a - log x 6 = 

Vậy 

log„* = r -ỉ- T . 


0 

. 0 . 

1 

• V(du6 



1_.11/ 
7~ p~ q' 


Hãy so sánh : 

a). i + log3 với logl9 - log2 ; b) log 5 + vối log5 + 2 ° gy ^ ■ 


a) Tạ có 


Giải 

a = ì + log3 = iloglO + log3 = ìogSy/ĨÕ. 
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BÀtTẬP QIẢITÍCH 12 »90 


nén 37ĨÕ = 10“ ; : ' 

p = logl9 - Ỉ0g2 = logy nên ^ - 10*. 

Ta so sảnh hai số sTĨÕ và 

■ * . V \ 

Ta có (3 n/Ĩo) 2 = 91Í0 * ÔO 

4 

nôn 37ĨÕ < —. 

Suy ra 10“ <10*. 

Theo tính chất của luỹ thừa với số mũ thực, cơ số lớn hơn 1, ta có a <, ậ. 
Vậy ì + log3 < logl9 - log2. 

b) Ta có ’ lQg5+ 2 l0 ^ = log (577)2 = logVsTr 
Đật a = log>£77 thì >/577 = 10“ 

So sánh hai số >/077 và 5 ' + ^ - — , 

ta có >/577 í2 *.5ylĩ, 

^J = 32 1 ÍÔ^ = 8+ 5^ 

Xét hiệu 8 +|7? - 577 = 8 -|77 « 16 >, Q 

nen 8-+|T7 >577. 

Suy ra 

Từ đó 10* >10“ * 

Vậy yỡ > ơ, tức là log————• > - 0g5 + 7 — ^ • 
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2.12. Tính : 



c) 21og 27 logl000 ; 


c. BẰI TẬP 

b) 1Q 3-10 * 5 ; 

d) 31og 2 log*16 + logx2. 

2 


2.13. Tính: 

a) |log 7 36 - log 7 14 - 31og 7 ^21 ; 


b) 


log 2 24-|iog 2 72 
log 3 l8-ịlog 3 72 



log 2 4 + log 2 Vĩõ 
c ' log 2 20 + 31og 2 2 ’ 

2.14. Um X, biết: 

a) logg X - 21og 6 o - 31og 6 b ; b) logi X =-|logi a - |logi 6. 

2 2 2 

2.15. a) Cho a = log 3 16, b - ìog 3 10. H5y tính log^g 60, theo a và 6. 

b) Cho a = ỉog 2 3, 6 = log 3 5, c = log 7 2. Hay tính log 140 63 theo a, b, c. 

2.16. Hãy so sánh mỗi cặp số sau : 


a) log 3 |và log 3 | ; 

c) log 1 evà logi n ; 
2 2 


b) log 1 9 và logi 17 ; 

3 '3 

d) log 2 ^và log 2 ^~. 


2.17, Chứng minh rằhg : 

a) log^ Oa.log^ a 3 .log 03 a^.lógọ^ a n ■= log 0i a n . 

. 1 1 1 1 = n(n +1) 

log 0 6 + log a 2 b log o 3 & log a „ b 21og 0 6 
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§4. Hòm SỔ mũ. Hàm số lògarit 

A. KIẾN THỖC CẨN NHÓ 

1. Kèm 8ốmũ 

• Hàm số y = a x (a > 0, a * 1) được gọi là hàm số mũ cơ số a. 

• Hàm số y = a x có đạo hàm tại mọi X và (ứ*) = a*lna. 

Đặc biệt, (e*)’ = e x . 

• Cấc tính chất: 

a) Tập xác định của hàm sổ mũ là R. 

b) Khi o > 1 hàm số mũ luôn đổng biến. 

Khi 0 < a < 1 hàm sổ mữ luôn nghịch biến. 

c) Đổ thị của hàm số mũ có tiệm cận ngang ìà trục Ox và luôn đi qua các 
điểm (0 ; 1), (1; a ) và nằm phía trên trục hoành. 

2. Hàm số lỏgarlt 

• Hàm số y = log a X (a > 0, a * 1) được gọi là hàm số lôgarit cơ số a. 

• Hăm số lôgarit có đạo hàm tại mọi X dương và 

Đặc biệt, (In*) = 

• Các tính chất: 

a) Tập xác định của hàm số lôgarit là (0 ; + 0 *), 

b) Khi a > 1 : hàm số lôgarit luôn đồng biến. 

Khi 0 < a < 1 : hàm số lôgarit luôn nghịch biến. 

c) Đổ thị của hàm số lôgarit có tiệm cận đứng là trục Oy và luôn đi qua 
các điểm (1 ; 0>, (a ; 1) và nằm phía bên phải trục tung. 
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*ỉ*#w 



Giãi 

a) Hàm số y = (0,4)* là hàm sô' mũ với cơ sô' nhỏ hơn 1 nên luồn nghịch 
biến. Đồ thị trên Hình 20. 

b) Hàm số y - (2,5)* là hàm sô' mũ với cơ số lớn hơn 1 nên luôn đổng 
biến. Đổ thị ưên Hình 21. 

c) Hàm số y - “(0,4)* có đổ thị đối xứng với đ6 thị của hàm số 
y = (0,4)* qua trục hoành (H.22). 



Vì (2,5)"* = í^-gl = (0.4)* nén dồ thị của hầm số ý = (2,5)*** gồm : 
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- Phần đồ4bỊ của hàm sổ y = (2,5)* ứng với X'Ị 0. 

- Phồn ậồ thị của hàm số y = (0,4)* ứng với* < 0. 
Vậy đổ thị của y - (2,5)'* có dạng như ở Hỉnh 23. 



> Chú ý 

Hàm sổ y = (2,5)'*' là hàm số chẵn, vì 

y(~x) = (2,5)'“*' = (2,5)'*' = y(x). 

Do đó, đổ thỊ của hàm số này nhộn trục tung là trục đổl xứng. 

• Ví dụ 2 -- 

Các hình 24 và 25 là đồ thị của bốn hàm số 

y = (>/2)*, y = , y = 5* ,y = (ỉ) . 

Hãy chỉ ra đổ thị tương ứng với mỗi hàm số và giải thích. 
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• Ta có (Ci), (C 2 ) đi lén từ trái sang phải nên là đồ thị của các hàm số 
đổng biến y =ị\Ỉ2ị X , y = 5*. Mật khác, khi X > 0 thì (Vỗ) < 5*, khi X < 0 
thì (V 2 )* > 5*. Vậy (Ci) là đổ thị của hàm số y = 5 X , (C 2 ) là đổ thị của 
hàm số y = (V 2 )*. 

• Ta có (C 3 ), (C 4 ) đi xuổng từ trái sang phải nôn là đổ thị của các hàm số 

nghịch biến y - , y = Q-j . Ngoài ra, khi X > 0 thì . 

Vậy (C 3 ) là đổ thị của hàm số y = (C 4 ) là đồ thị của hàm số y = (-) . 

• Ví dụ 3 -:---—- 

Ị Tìm'giá trị lớn phất, giá trị nhò nhất của hàm số y = 2 X trẽn đoạn [-1; 2]. 

Giải 

Ta có y - 2 X là hàm số mũ với cơ số lớn hơn 1 nên luôn đồng biến. 
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Do đó, giá trị lớn nhất của y trôn đoạn [-1 ; 2] tà max y * M2) = 2 2 = 4, 
giá trị nhỏ nhất cùay trên đoạn M; 21 lồ ^ ~ = 2" 1 = 

• Vếtfạ4^-— -— ỉi :^vý I . -——-Ị 

Tìm tộp xác định của các hàm số sau : 

a) y = log 3 (X 2 + 2x) ; b) y = log 0i 2 (4 - X 2 ) ; 

c )y= ì0 *j2sh;'\ d)y = iog 4 2 x-3' 

Giá/ 

a) Hàm số y = log 3 (x 2 + 2x) xác định khi X 2 + 2* > 0 hay X < -2 
hoặc X > 0. 

Vậy tập xác định của hàm số là D = (-<*>; r- 2) u (0; +«o); 

b) Hàm số y = log 0) 2 (4 - X 2 ) xác định khi 4 - X 2 > 0 hay -2 < 'X < 2. 

Vậy tập xác định của hàm số là 2? * (-2 ; 2). 

c) Hàm s ốy = logVỈ 3 "^ xác định *** shẽ >ồ hay x < 3 - Vộy tập xác 

định củấ hàm số là (-°o ; 3). i 

dlHàmsô.-^^xicdịnhkhi {‘-,3 hay {~° 64 

Vậy tập xác định của hàm số ỉà D = (ọ ; 64).u (64 ; +,<*>). 

• Ví dạ 5 -------—-------;- 

Vẽ đổ thị của các hàm số sau : 

a)y = logx; , b)ye|logx[; c)y = 21nx; d)y = lnx 2 . 

, Giải 

a) Ta cớ y = logx là hàm số ỉôgarit có cơ số lớn hơn 1 nên luôn đổng 
biến. Đổ thị ở Hình 26. 
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b) | logI | = ị 

[-lógx, khi logx < 0. 

Do đó, đổ thậ của hôm số y »|log*| gồm : 

- Phần đổ tỈỊị của hàm sốy = logx ứng với logx i op 

- Phần đốỉxứhg qua trục hoành của đổ thị hàm sốy = logx ứng với logx < 0. 
Vậy đổ thị có dạng như ờ Hình 27. 

■ 'V ' 


c) Ta có lnx là hàm số lôgarit với cơ số lớn hơn 1 nên luôn đổng biến, 
suy ra hàm sốy = 21nx cũng luôn luôn đồhg biến. Đổ thị ở Hình 28. 

d) Tạp xác định của hàm số y = lnx 2 là D = '.R \{0}. 

2 _ í 21njs > khìjXf> p 
Ta có y = liix* - , , 7, 'A 

!21n(-x) khi X < 0. 

Do dó, đổ thị của hàm số y = lnx 2 gổm : . 

- Phần đổ thị của hàm sốy = 21nx ứng với X > 0. 

- Phần dối xứrig qua trụp tung của đồ thị đó. 

Vậy đổ thị có dạng nhu ở Hình 29. 









4 o+fe +2A a + 4 a+b +2A b 2,4° + 2.4 ft + 8 
4 0+ồ + 2.4° + 2.4 Ồ + 4 ” 2.4° + 2.4 fc + 8 


Áp dụng nhận xét dó, ta được 



c. BẰITẬP 

2.18. Hãy so sánh mồi số sau với 1: 

») m *; ' b)(3,6) w ; . 

2.19. lìm toạ độ gko điểm của đồ thị của mỗi cặp hàm số sau : 

a) y s 2* và y » 8 ; b) y 3* và ỳ - I ; 

c) y = Q;) Vày = (( d) y - và y ã 9. 
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2.20. Sử dụng tính chất đổng biến, nghịch biến của hàm sổ' mũ, hãỳ so sánh mỏi 
cạp số sau: 

a) (1,7) 3 và 1 ; b) (0,3) 2 vM ;. 

c) (S^) 1 ’ 6 và (3.2) 1 ’ 6 ; d) (0,2)" 3 và (0,2)- 2 ; 

v4 (tí' 4 : . tó 6* và 63.». • 

2.21. Từ đổ thị của hàm số y - 3*. hãy vẽ đồ thị của các hàm số sau : 

a) y - 3* -2 ; b) y*3*+2 ; 

c) y - Ỉ3* -2| ; đ) y = 2 - 3*. 

2.22. Tìm giố tậ lán nhất, giá trị nhỏ nhất của hàm số y = 2^ trôn đoạn [-1; 1]. 

2.23. Cho biết chu kì bán rã của một chất phóng xạ là 24 giờ (1 ngày đêm). Hỏi 
250 gam chất đổ sẽ còn lại bao nhiôu sau : 

a) 1,5 ngày đêm ? b) 3,5 ngày đêm ? 

2.24. Một khu rừng có trữ lượng gỏ 4.10 5 mét khối. Biết tốc độ sinh trưởng của 
các cây ở khu rừng đó là 4% mỗi năm. Hỏi sau 5 nẫm, khu rừng dó sẽ có bao 
nhiêu mét khối gỗ ? 

2.25. Tìm tập xác dinh của các hặm số sau ; 

a) y = log 8 (* 2 - 3x- 4) ; b) y - log^(-x 2 + 5x + 6) ; 

c)y-log 0 ,7^y ; d) y.log, 1^1; 

e) y = log^(2* - 2) ; g) y = loggís* -1 - 9). 

2.26. Tính dạo hàm của các hàm số cho ở bài tập 2.25. 

2.27. Từ đổ thị của hàm số y = log 4 X, hãy vẽ đổ thị của các hàm số sau : 

a) y - |log 4 x| ; b)ý = log 4 W; 

c) y = log 4 X + 2 ; d) y = ĩ - log 4 X. 

2.28. Các hình 30 và 31 là đồ thị của bốn hàm số 

y = log^ã X , y = lọgỊ X, y = log^g X , y - logịx. 

. ẽ ■ 3 
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Hãy chi rô đổ thị tương ứng với mỗi hàm số và giải thích. 



2.29. Hãy so sánh * Với 1, biết ràng : 


a) logg X = -0,3 ; 

b) logt* = 1,7 ; 

3 

c) \og 2 x = 1,3 ; 

đ) log! X = -1,1. 


§5. Phương trĩnh mũ và phương trĩnh lôgarit 
A. KIẾN THỨC CẨN NHỚ 

í -'PHƯƠNG TRÌNH MŨ 

1. Phướng trình mũ cơ bản 

a x = b (a > 0 , a * 1 ). 

Nếu b £ 0, phương trình vô nghiệm. 

Nếu b > 0, phương trình có nghiêm duy nhất X = log a b. 

2. Phương trinh mũ đơn gỉản 

a) Phương trình có thể đưa về phương trình mũ cơ bản bầng cách áp dụng 
các phương pháp: 

• Đưa về cùng một cơ số; 

• Đạt ẩn phụ ; 

• Lấy lôgarit hai vế (lôgarit hoá). 





b) Phương trình cóthể gỉải bằng phương pháp đổ thị. ' 

c) Phương trình có thể giải bằng cách áp dụng tính chất của hàm số mũ. 

II - PHƯƠNG TRÌNH LÔGARIT 

1. Phương trình lôgarlt Cd bản 

ìog a X = 6 (a > 0,M ¥ 1). 

Phương trình lôgarit cơ bản luôn có nghiệm duy nhất 
í t X = a . 

2. Phương trinh lògarlt đơn giản 

a) Phương trình có thể dưa về phương ưình lôgarit cơ bản bằng cách áp 
dụng cậc phương pháp : 

• Đưa về cùng một cơ số; 

• Đật ẩn phụ ; 

• Mũ hoố hai vế. 

b) Phương trình có thể giải bàng phương pháp đồ thị. 

B. VÍ DỤ 

• vtdụl— _____—--—- 

Giải các phương trình sau : 

a) 0.6) 6 *- 7 = (l)'* 1 ;. »7— 1 -a- ; 

c) e 6 * - 3e 3x +2 = 0; . • d) e 2 * - 4e~ Zx = 3. 

Giải 

a) Ta cố I * Ị^Ị = (1,6)" 1 nôn phương trình đâ cho có dạng 

(l,5) 6x “ 7 =a,6)- Jf - 1 . 

Vậy 5* - 7 = -» -1 hay X = 1. 
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b) Phương tăếih dã cho tương đương vét 

■■ - V\ : v' : ■ ■■ T = 2 * toy (lĩí 7 - ■:V'' 

Đôy là phương trình cơ bản. Vậy nghiệm cỏ* phương trình li 
X = log 7 7. 

2 

c) Đạt í - e 3 * (í > 0), phương trình đa cho trở thành 

í 2 - 3í + 2 -■ 0. 

Từ đó, ta có hai nghiệm tỵ = 1, í 2 = 2. 

Vậy e 3 * = 1 hoặc e 3 * * 2 nồn X = 0 hoặc X - ”ln2. 
đ) Đạt í = e 2ac (í > 0), ta có phương trình 

í - J * 3 hay .í 2 - 3« - 4 = 0. 

Phương trình này chi cổ một nghiệm dương í = 4, suy ra e 2 * ạt 4. 
Vậy X = ^ln4 haỵ * = ln2. 

1 Đôi khi, người ta còn giải phương trình mũ bằng phương pháp đổ thị. 
• Ví dụ 2 _:__ 


Giải các phương trình sau bằng phương pháp đổ thị: 



Giải 


a) Vẽ đổ thị hàm sổ y á và đường thảng y = X - trên cùng một hệ 

trục toạ độ Oxy (H.32), ta thấy chúng cắt nhau tại điểm có hoành độ X - 1. • 
niử lại, ta thấy giá trị này thoả mãn phương trình đã cho. Mặt khác, 

y = [ 2 ] ìà kàtn rá kiến. y = x ~ỵ Ịà hàm số đổng biến nên 

phương trình đẫ cho có nghiệm duy nhất X = 1. 
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Hình 32 Hình 33 


b) Vẽ đổ thị các hàm số y « ^ vầ y = trên cùng một hệ trục toạ 

độ Qxy (H.33), ta thấy chúng cắt nhau tại điểm có hoành độ 3C = -1. Thử 
lại, ta thấy giá trị này thoả mãn phương trình đã cho. Mặt khác, hàm số 

y à -Ề. luồn đổng biến trên mỗi khoảng xác định, hàm số y .= luôn 

nghịch biến nên phương trình đã cho có nghiệm duy nhất X - -1. 

Ghi chủ ; Giải phương trình bằng dồ thị thưòng được thực hiện trôn máy tính. 



Giải 


Ta có X - 1 là nghiệm của phương trình đa cho vì 4 1 + 5 1 =9. 

Ta chứng minh đây là nghiệm duy nhất. 

Thật vậy, xét hàm số f(x) = 4* + 5*. 

Ta có f{x ) đồng biến trôn tập xác định R vì f'(x) = 4* ln4 + 5* ln5 > 0 
với mọi X thuộc R. Do đó 
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- Với X >1 0 f ịx) > f(i) hay 4* + 5* > 9, nẽn phươỉig trình không thể 
có nghiệm X > 1. 

- Với X < 1 thì f(x) < /U) hay 4* + 5 X < 9, nên phương trình khống thể 
có nghiệm X < 1. 

Vây phương trình đấ cho chỉ có một nghiệm duy nhất X = 1. 

* Ví dụ 4 —----—---- 

Giải các phương trình sau : 

a) 9 x +2(x-2).3 x +2x-5-0 ; b) X.2 x = x(3 - x) + 2(2* -1). 
Giải 

a) Đặt t = 3* (í > 0). Khi đó, phương trình đã cho có dạng 

t 2 + 2(x - 2)t + 2x - 5 - 0. 

Suy ra = -1 (loại ), t 2 - 5-2x. 

Do đó, ta có 3*=5-2x. (1) 

Dễ thấy X = 1 là nghiệm của (1). 

Mạt khác, hàm số f(x) ■ 3* luồn đổng biến, hàm sổ g(x) = 5 - 2x luôn 
nghịch biến trên R nên X = 1 là nghiệm duy nhất của (1). 

Vậy phương trình đa cho có nghiệm duy nhát X = 1. 

b) Phương trình đfi cho có thể viết lại ở dạng 

X.2 x - x(3 - x) - 2.2* +2 = 0 

<=> 2* (x - 2) + x 2 - 3x + 2 = 0 2 x (x - 2) + (x - l)(x - 2) = 0 

« (X - 2)(2 X + X -1) = 0 
Tx-2-O fx = 2 

** [2*+X-1 = 0** |_2 X *l-x. (2) 

Ta có X = 0 thoả mân (2) nên là nghiệm của (2). 

Mà f(x) = 2 X luôn đồng biến ưên R, g{x) = 1 - X luôn nghịch biến 
trên R. Do đó, X - 0 là nghiệm duy nhất của (2). 

Vậy phương trình đã cho có hai nghiệm Xi - 2, x 2 - 0. 
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• Ví dụ 5 — ----- 

Giải cầc phương trình sau : 

a) lhx+lh(x +1) = 0 ; b) ln(x +1) + Jn(* + ăj = ỉn(X‘+ 7) ; 

,c)-log 3 *.>21og 2 * = 2-log*; 


Giải 

a) Với điều kiện X > 0 (khi đóx + 1 > 0), phương trình đã cho tương 
đương với 

ln[x(x +1)] = ln 1 hay x(x +1) = 1 


<=> X 2 + X -1 = 0 « 


-1-Vỗ 
* 2 


(loại) 


Vậy phương trình đã cho có một nghiệm X = 


b) Với điều.kiện X > -1 (khi đó X + 1 > 0, X + 3 > 0, X + 7 > 0), phương 
trình dã cho có thể viết dưới dạng 

ln[(x + l)(x + 3)] = ln(x + 7) <=> (x +1)(* + 3) = X + 7 


X 2 + 3x - 4 = 0 [* " 1 <=>x = l. 

L* = -4 (loại) 

c) Với điéu kiện X > 0, đạt í = logx, ta có phương ưình . 
í 3 -2í 2 -í + 2 = 0 » (Ể- 1){Ể + l)(í-2) = 0 <=> 


t = 1 
í =1 
í = 2. 


Từ đó ta có 


ĩogx = 1 
logx = -1 <=> 
logx = 2 


X = 10 
1 

* - 10 
X = 100.1 


BAl TẠí? QIẮÍ tích 12 • 7B 



d) Với điểu kiện * > 0, đạt t - log 2 X. Khi đó t * -4, t *■ 2 và ta có 

) « t 2 +3t + 2 = 0 <=> ^3^2 



-ì— = 1 t + 10 = (4 + 1 

' 4 + 1 

2-t 

r 1 • 

Do đổ 

riog 2 x = -ĩ ^ 1 

1<N 

lí 

• Ví dụ 6. 

|_log 2 X = -2 

K 

II 


Giải các phượng trình lôgarit sau : 

a) log 4 log 2 X + log 2 log 4 X = 2 ; b) log 2 * + log 3 X + log 4 X = log 20 X. 


Giải 

a) Ta có diều kiện của phương trình là X > X để log 2 X > 0 và log 4 X > 0. 
Khi đó, phương trình đã cho có thể viết ở dạng 

log 2 z log 2 X + log 2 log 2 2 X = 2 « ■|log 2 log 2 x + log 2 (jlog 2 ;ej = 2 

« ^log 2 log 2 * + log 2 ị + logg log 2 X = 2 <=> |log 2 log 2 X = 3 

<=> log 2 log 2 x = 2 « log 2 x = 4 <=» X = lè. 

b) Áp dụng công thức dổi cơ số, ta có 

, _ ' . , log2^ ■ log2* _ Iọg2* 

log 2 * + log 3J ;. + log 4 * = log2o* ® '0e2* + i^i + ij|ỉĩ = ^5 

~ log 2*( 1+ ĩ^ + !-Eibõ)"° ** + 10832-10820 2 ) = <>• 

Ta CÓ 

log 3 2 > loggl = 0, 

log 20 2 < log 20 20 - 1, tức là I - log 20 2 > 0 ’ 

nên - lpg 20 2 + log 3 2 > 0. Do đó, phương trình trở thành log 2 X * 0, 
Vậy X = 1. 
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• Ví dạ 7.----—---- 

Giải .các phương trình lồgarit sau : 

a) tog(s z -s-6) + x = Ịog(* + 2) + 4 ; b) log 2 (l + <£)■ = log 3 *< 

Giải 

a) Điều kiện để phương trình có nghĩa là 

p-x-6>0 ^ Ịx < “2 hoặc X > 3 ^ x>3 

\x + 2 > 0 1* > -2 

Với X > 3 phương trình đã cho tương đương với 

. ^.2 y _ 0 

log(* 2 - JC - ô) - log(* + 2)» 4-x <=> log x + 2 ' = 4 ~ x 

« log(x-3)-4-a. (!) 

Ta có hàm số f(x) = log(x -3) đồng biến khi X > 3, hàm số 
g(x) - 4 - X là hàm số nghịch biến. Mà X = 4 thoả mãn (1). Vậy X - 4 
là nghiệm duy nhất của (1), tức là nghiệm duy nhất của phương trình 
đa cho. 

b) Điều kiện cùa phương trình là X > 0. 

, Đặt y - log 3 x, ta có X = 3*. 

Do đó, phương trình đã cho trở thành 

iog 2 (i+V3*)=;y <=> 1 +V 3 * ==2 y «( 2 ) + ( 2 r) ssl ' 

Ta thấy y * 2 thoả mãn phương trình (2). 

Mặt khác, hàm số Hy) = (ỉ) 5, + ụfj luỏn nghịch biến trên R vì 

+ b>x<° với mọi y thuộc R. 

Do dó y = 2 là nghiệm duy nhất của (2). Khi dó, X » 3 2 = 9. 
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c. BÀI TẬP 


2.30. Giải các phương trình mũ saụ : 

a) (0,75) 2 *- 3 = (l|) 5 * ; b) 'b** -6 * -6 =1 ; 

«+6 x+17 

c) í -1 = 7* +1 ; d) 32*-7 = 0,26.125 *-8 . 

2.31. Giải các phương trình mũ sau: 

a) 2 X+4 + 2* +2 - 5* +1 + 3.6* ; b) ỗ 2 * -7*- 5 Zx .17 + 7*.17 = 0 ; 

c) 4.9* +12* - 3.16* = 0 ; d) -8* + 2.4* + 2* - 2 = 0. 

2.32. Giải các phương trình sau bằng phương pháp đổ thị: 

a) 2“* * 3x +10 ; b) = -2x + 5 ; 

0 + d)3*«ll-*. 

2.33. Giải các phương trình lôgarit sau : 

a) logx + logx 2 sá log 9x ; 

b) log X 4 + log 4x = 2 + log X 3 

c) log 4 [(x + 2)(x + 3)] + log 4 ~ = 2 ; 

d) log^g (x - 2) log 6 X = 2 log 3 (x - 2). 

2.34. Giải các phương trình sau bằng phương pháp đồ thị: 

a)log 1 x = 3x; b) log 8 x = -X +11 ; 

3 ' 

c)log 4 x = -i; d)16*=log 1 x. 

. 2 

2.35. Giải các phương trình lồgarit sau : 

a) log 2 ( 2 * + l).log 2 (2* +1 + 2 ) = 2 ; b) x log9 + 9 log * - 6 ; 
c) X 3l0g = ÌOO^ĨÕ ; d) i+ 2ỉog x+ 2ỗ = log 5 (x + 2). 
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§6. Bdt phựong trình mũm bốt phưong trình lôgarlt 

A. KIỂN THỨC CẨN NHỔ ' 

1. Bất phương trình mũ 

a) Bất phương trình mũ cơ bản 
Dạng ỉ : a x > :b (a > 0, a * 1) 

- Nếu b <, 0, tập nghiệm của bất phương trình là 3. 

- Nếu b > 0 và : 

• a > 1, tập nghiệm là (log a b ; +oo), 

• 0 < a < 1, tập nghiệm là (-00 ; log ữ ỗ). 

Dạng 2 : a x ằ b (a > 0, a * X) 

- Nếu b <, 0, tập nghiệm lầ R. 

- Nếu ố > 0 và : 

• a > i, tập nghiệm là [log a b ; +oo), 

• 0 < ă < 1, tập nghiệm là (-oo; log a 6] 

Dạng 3 : a x < b (a > 0, a * 1) 

- Nếu 6 S'0, tập nghiệm là 0. 

- Nếu ồ > 0 và : 

• a > 1, tập nghiệm là (-oo; log fl 6), 

• 0 < o < 1 , tạp nghiệm là (log ữ ỏ ;+oo). 

Dạng 4 : a x ắ ò (a > 0, a * 1) 

- Nếu ò £ 0, tập nghiệm là 0. 

- Nếu b > 0 và : 

• à > 1, tập nghiệm là (-oo; loga 6], 

• 0 < a < 1, tập nghiệm là [log 0 b ; +°o). 
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b) Bất phương trình mũ đơn giản 

Để giải các bất phương trình mũ, ta có thể biến đổi để đưa về bất phường 
trinh mà cơ bản hoặc bất phượng trình đại số. 

2. Bất phương trình lôgarlỉ 

a) Bất phượng trình lôgarit cơ bản 
Dạng 1 log 0 X > ị> (fl > 0, a * 1) 

• Nếu a > 1, tập nghiệm là (a* ; +«">). 

• Nếu 0 < á < 1, tập nghiệm là (o; a fc ). 

Dạng 2 : log 0 X ă: b (a > 0, ạ * 1) 

• Nếu a > 1, tập nghiệm là t a b ;4oo). 

• Nếu 0 < tt < 1, tập nghiệm là (o; a è ]. 

Dạng 3 : log a X < b (a > 0, a * 1) 

• Nếu a > 1, tập nghiệm là (ó; a ft ). 

• Nếu 0 < a < 1, tập nghiệm là (a ố ;+oo). 

Dạng 4 : log a X í b (a > 0, a * 1) 

• Nếu a > 1, tập nghiệm là (o; a b ]. 

• Nếu 0 < a < 1, tập nghiệm là [a fc ; +w). 

b) Bất phương trình ỉôgarit đơn giản 

Để giải các bất phương ưình lôgarit, ta có thể biến đổi để đưa về bất 
phương trình lôgarìt cơ bản hoăc bất phương trình đại số. 
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B. VÍ DỤ 

• Vídụl _ _ __ 

Giải các bất phương trình mũ sau : 

a) (f> (§)' ; b) (0,4)* - (2,5>* +l »1,5 ; c) < 4. 

Giải 


a) Vì cơ số ậ bé hơn 1 nôn bất phương trình đã cho tương đương với 

*J2-X < X. 

Ta có điều kiện của bất phương trình này là 0 < X <, 2. Khi đó, bình 
phương hai vế, ta được 

2 - X < X 2 <=> X 2 + X - 2 > 0 <=> !"* * ” 

\x>l. 

Kết hợp với điều kiện, ta có nghiệm của bất phương trình đã cho là X < X <, 2. 

b) Vì 2,5 = = (0,4)” 1 nên bất phương trìhh đã cho có thể viết lại thành 

(0,4)* - 2,5.(0,4)'* -1,5 > 0. 

Đật Ễ = (0,4)* (í > 0), ta có bất phương trình 

9 _ Ị"í < -1 (loại) 

Khi dó, ta có (0,4)* > 2,5 hay (0,4)* > (0,4) _1 . 

Đây là bất phương trình mũ cơ bản với cơ số nhỏ hơn 1. 

Vậy nghiệm của bất phương trình đã cho là X < -1. 

c) Bất phương trình đã cho tương đương với 

£ _ 4 < 0 o 4* - 4 4* + 4,3* < ^ < 0< 
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• -3 + 4Í|ì* 

Chia cả, tủ và mẫu cho 4 X (4* > 0), ta đựợc- * ■-- < 0. 

. “(ÍT 

Đặt í = (t > 0), ta có bất phương trình > 0, với nghiệm là 

ị < ậ hay t > 1. 

4 

Vì t > 0 nên ta có 


0<í< !« 

t > 1 



<í=> 


X>1 
X < 0 . 


• Ví dạ 2 -—-—---- 

Giải các bất phương trình lôgarit sau : 

a) logi ( X 2 + 2x - 8) 2 -4 ; b) logg log x ( X 2 -1) < 1 ; 

2 2 
c) log§ ( 2*-51og 0|2 *<-6- 

Giải 

a) Ta có điều kiện của bất phương trình là X 2 + 2x - 8 > 0. Khi đó, ta có 
thể viết bất phường trình dưới dạng 

log} (x 2 + 2x - 8Ì 2 logj 16. 

2 2 

Vì cơ số i nhỏ hơn 1 nôn bất phương trình nên tương đương vói hệ 

ịx 2 + 2x - 8 > 0 ^Ị* 2 + 2x-8>0 
|x 2 + 2x - 8 £ 16 Ịx 2 + 2x - 24 ^ 0 

ịx < -4 hoặc x>2 _ [-6 ắ*<-4 
^ ị-6ắx,Ổ4 . ** \2.<xZá 

Vậy tập nghiộm của bất phương trình đã cho là [-64) u (2; 4]. 
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b) Ta có log 3 log! (x 2 - 1) < 1 o log 3 log ị ( X 2 -1) < log 3 3 

2 2 

*=> 0 <log 1 (jc 2 -l) < 3 <=* logỊ^ l<log 1 (x 2 -l)<log 1 -;<s* 1 > X 2 -1 > ị 
2 ; 2 2 2 ■ ' ế 

Vậy tập nghiệm của bất phương trình đã cho là Ị^-s/2 ; u [^2 

c) Với điều kiện X > 0, đạt t = log ữ 2 X, ta có bất phương trình 

t 2 - 6í +‘6 < 0 o 2 < t < 3, 

suy ra 2 < log 0 2 X < 3 hẩy log 0| 2 0,04 < log 0) 2 X log 0j 2 0,008. . 

Vi cơ số 0,2 nhỏ hơn 1 nên ta có 0,008 < X < 0,04 (thoả mẫn điẻu kiện 
X > 0). 



Giải 


a) Vẽ đồ thị của hàm số y « ị^ỉj và đường thảng y = X + 4 trên cùng 
một hệ trục toạ độ Oxy (H.34), ta thấy chúng cắt nhau tại điểm duy nhất 
có hoành độ X = -1. Từ đồ thị ta thấy : Khi X 5: -1 thì đường cong y = 
nằm phía dưới dường thảng y = x + 4. 

Vậy tập: nghiệm của bất phương trình đã cho là [-1 
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b) Vẽ đổ thị của hàm số y - log 3 * và dường thẳng y = 4 - X ưên cùng 
một hệ trục toạ độ Oxy (H.35), ta thấy chúng cắt nhau tại điểm duy nhất 
có hoành độ X = 3. 

Từ đổ thị ta thấy đường cong y = ìog ẵ x nằm phía ừên đường thảng 
y - 4 - X khi x > 3. 

Vậy tập nghiệm của bất phương trình đẫ cho là (3 ; +«). 


c. BÀI TẬP 

2.36. Giải các bất phương trình mũ sau : 


a) 3 lx_21 <9 ; 

b) 4 lx+lí > 16 ; 


2 x 2 -3 x 

c) 2 -* 2+3x < 4 ; 

->(ỉ). * 

e) 11^+6 ^ 11* ; 

g) 2 2x_1 + ă 2x ' 


' ■ 3* n 

h) ,Í6 X - 4* - 6 < 0 ; 

i) —< ?• 
3* -2 , 
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2.37. Giải các bất phương trình lốgarit sau : 

a) log! (x- 1) ằ -2 ; b) log 3 (* - 3) + log 3 (x - 5) < 1 


. , 2x z +3 . 

c) logi „ <0 ; 


e) ' 


4 *-7 
2 

1 . 2 


d) logj log 2 x 2 >0 ;> 


-< 1 ; 


5-logx 1 + logx 
2.38. Giải các bất phương trình sau bằng đồ thị 


g) 4log 4 X - 331(^3 4 s 1. 


a)(ỉj<i-ì; 

c) logi X > 3ac ; 


w(ĩ) SI+1: 

d) log 2 X £ 6 - X . 


Bàl tộp Ôn chưong II 


2.39. Khảo sát sự biến thiên và vẽ đổ thị của các hàm số sau : 

a) y B ; b) y = X* ; ‘ c) y = x~ e . 

2.40. Tìm tập xác định của các hàm số sau : 



c) y = ^ÕgjMnbg(ĩcT2) ; 
2.41. Cho hai hàm số 


. V _ . 3x + 2 
b) y ^loggỹ-^- ; 

d) y = Ạogix -1) + log(x + ĩ). 


m* 


. s(x) = 


2 ’ 6V ~' 2 

a) Chứng minh rằng f(x) là hàm sớ chẩn, g(x) lậ hàm số lẻ. 

b) Tìm giá trị bé nhất của f(x) trên tập xác định. 


2.42. Cho a + b = c, với a > 0, b > 0. 

a) Chứng minh rằng a m +b m < c m , nếu m > 1. 

b) Chứng minh rằng a m + b m > c m , nếu 0 < m < 1. 
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2.43. Vẽ đổ thị củá các hàm số sau : 

a)y = (ỉ)‘+3; b)y = 2* +1 ; c)y = 3*- 2 . 

2.44. Vẽ đồ thị của các hàm số sau : 

a) y = log 3 (* -1) b) 'y = logi(x +1) ; c) y = 1 + lógằ*. 

3 

2.45. Tính đạo hàm của các hàm số sau : 

a) y ■ \ 0 ; . b) y = ^(3*- 2 > 2 ' ’ 

(2 + 3*) 2 mx-1 

d) y = 3x" 3 - log 3 x\ e) y = (3x 2 - 2)log 2 * ; g) > = ln(cos*) ; 

e * _ e -* 

h) yse*sinx ; i) y =-—. 

2.46. Giải các phương trình sau : 

a) 9* _ 3* - 6 = 0 ; b) e 2 * - 3e x - 4 +12e~* = 0 ; 

c) 3.4* + -. 9 X+Z = 6.4 X+1 -Ỉ 9* +1 ; d) 2* 2 - 1 -3* a = 3* 2 " 1 - 2* z+2 . 


2.47. Giải các phương trình sau : 

a) ln(4* + 2) - ìn(* -1) = lnx ; 

c) 2 log 3* 2 .5 log 3* = 400 ; 

2.48. Giải các phương trình sau : 
a) e 2+ln * = X + 3 ; 

c) (5 - x)log(x - 3) = 0. 

2.49. Giải các bất phương trình mũ sau : 

x-3 

a) (8,4)* 2+1 < 1 ; 


b) log 2 (3aí + l)log 3 JC = 21og 2 {3tt+l) ; 
d) ln 3 * - 31n 2 * - 4ln* +12 * 0. 

b) e 4-ln * = X ; 

b) 2 1 *" 21 > 4 lx+l1 ; . 


c) ■ 


1 + 8 


< 8 * 


d) 


2.50. Giải các bất phương trình lôgarit sau : 

-2} < 21og(3 - *) ; 


c) logí-K 2 - 


3*+5 3* +1 -1 

b) ìog 2 ,2 * - log 0> 2 X - 6 <> 0 ; 
d) lnlx - 2| + ln|x + 4| < 3ln2. 
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2J51i Giải các bất phương trình sau : 

a) (2x - 7)ln(x +1) > 0 ; b) (X - 5)(log* +1) < 0 ; 

c) 21og| X + õlog| X + log 2 X - 2 £ 0 ; d) ln(3e* - 2 ) £ 2x . 

2.52. Tìm số tự nhiên n bé nhất sao cho ; • 

a)(ỉ)"siO- 9 ; b)3-(Ị)"áO; 

c) l-(l)” 2 0,97; d > [ l + Ĩ0õT a 2 - 

Bàl tập trắc nghiệm 

— : — 3 4 

1. Nếu a 3 > a 2 và log 6 ^ < log 6 | thì: 

(A) 0 < o < 1, ỏ > 1 ; (B) 0 < a <1, 0 < b < 1 ; 

(C) o > 1, 6 > 1 ; (D) Ơ>1, 0 < 6 < 1. 

2. Hàm số y = ạ V* tăng ữong khoảng : 

(A)(—;0) ; (B)(2:+~); (C) (0 ; 2) ; (P) (—;+“)• 

3. Hàm số y = ln(í 2 -2mx + i'j cò tập xác định D «Rkhi: 

(A) m = 2 ; (B) m > 2 hoặc m < -2 ; 

(C) m<2 ; (D) -2<m <2. 

4. Đạo hàm của hàm số y = x(lnx-l) là: 

<A) lnx-1 ; (B) lnx; (0^-1 ; ' D) 1. 

5. Nghiệm của phướng trình log 2 (log 4 x) “ 1 là: 

(A) 2 ; (B) 4 ; ■ (C) 8; (D) 16. 
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6. Nghiệm của bất phương ninh log 2 ( 3 * - 2 Ị < 0 là: 

(A) X > 1 ; (B) X <1 ; 

(G) 0 < X < 1 ; (D) logạ 2'<x<ì. 

7. Tập nghiệm của bất phương trình 3* 2 5 - 2x' ỉà: ' 

(A) [ 1 ; +«•); (B) (-00 ; 1 ] ; (C) (1; +«) ; (D) 0 

8. Hàm số y = 

* 

(A) Cổ một cực tiểu ; (B) Có một cực đại; 

(C) Không có cực ưị; (Đ) Có một cực đại và một cực tiểu. 


LÒI GIẢI - HƯỚNG DẪN - ĐÁP SỐ CHƯƠNG II 


§1 


2.1. 

a) 4 ; 

b) 3; 


c)5; 

■ d) 2 zVã 

2.2. 

70 

a) 36,5 = ỉệ ; 

b) 5,9375 = 

95 . 

1 16 : 


4) “Ế. 
; 27 


2.3. Với a và ò là các số dương, ta có : 


ị( _Ị ị) 

^ a 3 \a 3 +a 3 ) _ a + a 2 _ a(a + i) 

u í a + 1 ~ a+.l ~ a ’ 

a 4 la 4 + a ~ 4 / 


1.1 1.1 11 

a 3 -s/b + 6 3 Vã a 3 6 2 + 6 3 a 2 

' tyã+fyb rr~ i 


11/11 1_1\ 

a 3 6 3 1 * 2 -3 +a rsJ 


ị 1(1 ị). 

a 3 6 3 l& 6 + a e ì nrr 

1 T -^ 

«6 +òfi 
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/ 2 2 _ \ / 1 1W 2 .11 2] 

c ) + ậfê>)Ịa 3 + 6 3 - tyabì = \di5 + ò 3 /l]a 3 -0(3^3 '+ ỉ>3j 

( ỉf ( ỉf • 

= la 3 / + lò 3 / =a + & 


ứ) ^ +biì ( 2+ ế + ẻh 

iằb- 

_ {Ịỉã + tyb)$ỉãb _ tyãb 
= (VS+V&) 2 = ?/ “ + ^’ 


2.4, a) 2~ 2 =Ì<1 ; 
c) Tương tự, [1] 


b) (0,013)-'.^ 


<1 ; 


«r- 


.nVõ-2 


,< 1 ; 


< 1 ; 

8) Cs) >L 


2.5. a) yỊvĩ - tfĩĩ* = ^4913 ; 3/28 = ^28* »$Í784. 

Vậy VĨ7>^28 . 

b) $/Ĩ3= 2 ựl3* = 2^371293 ; ^28 = 2 ự23* =2^279841. 
Ta có 371293 > 279841 nôn $/Ĩ3 >^23. 

c) V3>^yàỉ<lneníìì' 5 <fìì' S . 


d) n/ 5 < V7 và 4 > 1 nên 4^ <4^. 


>1 
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f2. ... ,ị' ' : 

2.6. a) Hàm số xác địrih khi X 2 - 4x + '3 * 0 hay X* 1 và * ít 3. 

... Vậy tập xác định cùa hàm số đã cho là R \{Ị J 8}. ■' 

b) Hàm số xác định khi X 3 - 8 > 0 hay X > 2. Vậy tạpxác định là (2 ; +«). 

c) Hàm số xác,định khi X 3 - 3x 2 + 2x > 0 hay x(x - IX* - 2) > 0. 

Suy ra 0 < X < 1 hoặc X > 2. Ỵậy tập xác định ỉà (0; 1) u (2 ; + «), 
đ) Hàm số xác định khi X 2 + X - 6 > 0 hay X < -3 và X > 2. 

Vậy tập xác định là(->° ;-3) u (2;+»). 

2.7. a) y' - -2Íx 2 - 4x + á) -3 (2x - 4); 

b) y’ = |(x 3 -8)3 -1 .3x 2 =Jtx 2 (x 3 

8 

c) ý f * ị(x 3 - 3x 2 + 2x): 4 (a* 2 r 6* + 2 ); 

4 

4 

d) y' «-|(x 2 +x-6)" 3 (2x + l). 

2.8. a) y = x’ 3 . 

Tập xác định : R\{0). 

Hàm sổ đã cho là hàm số lẻ. 



Ta có / < 0, Vx e R \{0} nén hàm số luôn nghịch biến trên các khoảng 
xác định. 

lim y = limy = 0, limy = ■+<*>, lim y = -09. 

X-»+°o x-»0 + *r*0" 

ĐỔ thị có tiệm cận ngang là trục hoành, tiệm cận đứng là trục tung. 
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lim y * 0, lim y = + 0 ». 

X~*Q* 



■ . __. . Hình 38 

Đổ thị (H.38) 


2.9. • Xét hàm sổ y = x e . 

Tập xác định : D - R. Hàm số đẫ cho là hàm số chẩn. 
y' = 6x 6 . 

lim y = lim y.as+ọo. 

Đồ thị không có tiệm cận. 

Bảng biến thiên 



• Xét hắm sốỵ = x" 6 . 

Tập xác định : D = R \ {0}. Hàm số đã chò là hàm số chẵn, 

y = -6j«r 7 . 

lim y = lim y * lỉm y SB lim y = 0, 

X-+0* X-+0* *-»-*■ *-»+“ 

Đổ thị có tiệm cận ngapg là trục hoành, tiệm cận đứng là trục tung. 


115 



Các đổ thị này 


[y** a 

y 



f 2 2 2 

; (V2)'3 ; (1,3)“? ; (0,5)'?, 


§3 




M lp3 _ lp3 
} 10 log6 - 5 


= 200 ; 



2,13. a) log 7 Vãẽ - log 7 14 - log 7 21 = log 7 = -2; 

_ 3 

b) log2 24 ~ ĨQ g 2 ^72 = logạ 22 _ 9. 

lògg 18 - logg ^72 I ~ 8’ 

log a 3» 

log22^ 4-ĩog 2 (gS.B 2 ) 2 + H l0825 _I 

logj(2^.5) + 3 * 2 + 3 + log 2 õ *2’ 


ỉ.14.«>* = 4; 

6 3 

b>*-4 

66 

2.15. a) Ta cổ 



• a - logg 15 = logg(3.5) = log 3 3 +■ ỉogg ộ = i + log 3 5. 

Suy ra log 3 5 = a-l. 

• 6 = logg 10 = log 3 (2.5> = log 3 2 + log 3 6. 

Suy ra log 3 2 = ố - log 3 5 = 6 - (a -1) * 6 - a +1. 

Do đó 

log^g50 = log 1 Í2.5 2 ) = 21og 3 2 + 41og 3 5 
32 ■ 

= 2(6 - o +1) +4(0-1) = 20 + 26-2. 


d) 2. 
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b) Ta có 

log 140 63 « log 140 (3 2 .7) = 21og 140 3 + !og u0 7 

2 1 2 ' ■ 1 
c log 3 140 log 7 140 iog 3 (2 2 .5.7) ịó‘* 7 (2 2 .5.7) 

2 _ 1 4 • 

* 21ogg 2 + log 3 5 +• log 3 7 21og 7 2 + log 7 5 + 1* 


Từ ậé bài suy ra 


log 3 2 = 


"log 2 3 a* 

Iog 7 5 = log 7 2.1og 2 3.1og 3 6 = cạb, 

1 - 1 _ _Ị_ 

0g3 ~ log 7 3 = log 7 2.1og 2 3 ~ ca’ 


Vậy 


logl40 63 = 


- + b + -=- 


1 2 qc +1 

1 2c + cab +1 ~ abc + 2c + 1 ■ 


2.16. a) log 3 |> log 8 | ; 


c) log ^ e > logj 11 ; 
2 2 

2.17. a) Sử dụng tính chất 
b) Sử đụng tính chất 
và 


b) logi 9 > log! 17 ; 

3 3 

d) log 2 ^>log 2 ^. 


log 0 è.logỊ, c “ log 0 c. 

log a *6 = |log a 6 

. . . .. n(n +1) 

l + 2 + ... + n = ■ "Y " " -. 


(&Ỉ 


2.18. a) (0,ir 2 <: 1; b) ( S . õ ) 0 ' 1 > 1; c) K ~ 2 ’ 7 <1; ă)[jr J 

2.19. a) (3 ; 8); b) (-1; !); c) ^2;~j; d) (-2 ; 9). 
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2.20. *> (1,7)* » ị ; b) <0.3f < 1 ; c) (3 ( 2ỵ- & < (3.2) 1 ' 6 ; 

' Ậ9Íxr*'><w*i «>(é)' S «{|^: í); 9 ” >« 8,14 - 

2Jl»a> Đổ thị của hàm^ố y* 3* -r 2 nhận được từ đổ thị của hàm số y = 3’ 
bằng phép tịnh tiến song song với trục tung xuống dưới 2 đơn vị (H.41). 

b) Đổ thị của hồm số y = 3* + 2 nhân được từ đổ thị của hàm số y - 3 : 
bằng phép tịnh tiến song song với trục tung lên phía trên 2 đơn vị (H.42). 
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Hình 43 Hỉnh 44 

d) y*2-3* =-(3*-2). 

Ta có đổ thị của hàm số y = 2 - 3 X đối xứng với đồ thị của hàm số 
y = 3* ^ 2 qua trục hoành (H.44). 

^ ■.' 1-1 f 2 X , khi xe {o. ỉ lj 

2.22. Trên đoạn [-1; 1], ta cố y = 2 1 * 1 = ’ 

Ị2"*,Ịdii.#e [-1; o]. 

Do đố, ưèn dòạn [0 ; 1] hàm số đổng biến, trên đoạn [-1 ; 0] hàm số 
nghịch biến. Suy ra cốc giá trị lớn nhất và giá, trị nhỏ nhất sẽ đạt được tại 
các đầu mút. 

Ta có y(-l) = 2~<' 1) = 2 1 = 2, y( 0) = 2° = 1, y( 1) = 2 1 = 2. 

Vậy max y = y(l) = y(-1 ) = 2, min y * y(0) = 1 

[“i; 1] 1*1; 11 

2.23. Ta biết công thức tính khối lượng chất phóng xạ tại thời điểm t là 

trong! dó m 0 là khối lượng chất phóng xạ ban dậu (tức lầ tại thời điểm t - p); 
T là chu kì bán rẫ. 

Ta CÓ T = 24 giờ m 1 ngày đèm, rtiQ - 250gam. 
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Do đó: 'S : . 

a) KhỐMứfng chất phóng xạ còn lại sau 1,5 ngày đêm là 

Ịậ 

. /71(1,5) * 2õũ(^] 1 - 88,388 (gaip). 

b) Khối lượng chất phóng xạ còn lọi san é,5 ngày đèm Ịà 

3j5 

m(3,5) = 250 1 - 22,097 (gam). 

2.24. Gọi trữ lượng gỗ ban đầu là Vọ, tổc độ sinh trưởng hằng năm của rừng là 
,ị phần trâm. Ta có : 

- Sau 1 nam, trữ lượng gô là 

v 1 =v ữ + iV ữ = Vũ(U‘ìy t 

- Sau 2 rtâm, trữ lượng gỗ là 

Va “ Vi + iVị * n (1 + i) = V 0 <1 + iÝ ; 


- Sau 5 nam, trữ lượng gỗ là 

Vg=V 0 (l + i) 6 . 

' Thổy v 0 = 4.10 6 (w 3 ), i = 4% = 0,04, ta được 

v 5 = 4.10® (1 + 0,04) 6 - *4,8666.10 B (m 3 ). 

2.25. a) D = (-9*; -1) u (4 ; +oo)b) D = <-1.; 6); 

c) D * (-5; - 3)u (3 ; +«*); á) D - (~oo ; - 4) u(4 ; +~); 

e) D * (1; +<*>); ' g) (3 l +«=»). 


_ ^ • 2x-3 

2.26. a) y' = _ , ' ; 

(x 2 - 3x - 4)ln8 



= -2x4-5; ,1 '■ -4x +10 . 

^ (-X 2 + 6x + 6)ln (-X? +5x + 6)ln3 
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8 


' . , ^ • X? +1ÓX + 9 V . ' Q _ 

y ~ (* ă - 9)(* + 5)lnÕ,7 ’ ' "lĩ: flỹệ T .J)ìn&' 

, A 2*ln2 . â*“ l 

“■"iíSíí *”"#7Ị- 


Do đó, đổ thị của hàm số y = |log 4 xỊ gồm : 


- Phân đổ thị của hàm số y = log 4 x ứng với * ỉ: 1. 

- Phần dối xứng qua trục hoành của dồ thị hàm số y á log 4 X ứng với 

0 < X < 1. 

Vậy đổ thị có dạng như ở Hình 45. 



b) Hàm số y * log 4 1*1 có tập xác định D * R\|0} và là hàm số chán vì 
yirx) m log 4 Ị-*| = log 4 |*| = y(x). 

Đo đó, đồ thị của hàm số này cố trục dối xứng là trục tung, trong đó phần 
đổ thị ứng với X > 0 là đổ thị của hàm số y * log 4 *. 

Vậy ta có đổ thị như trôn Hình 46. 

c) Đổ thị của hàm số y * log 4 * + 2 nhận được từ đồ thị của hàm sá 
y ** log 4 * bằng phép tịnh tiến song song với trục tung lên trên 2 dơn vị 







2.28. Ta có (C^ tCr ttái sang phải nên là đổ thị của các hàm số 

đồng biến, tứự liăhg'vdi hàm số lổgarit có tơ số lớn hơn 1. 

Mặt khác, khỉ X > 1 thì log^ X > log^yg X và khi 0 < X < 1 thì 

logj ĩ x<ìogj ẽ x. 

Do đổ, (Cj) là đổ thị của hàm số y = log ^2 *, (C 2 > là đổ thị của hàm số 
y = ìog^x. 

• Ta cổ (C 3 ), (C 4 ) đi xuổng từ trái sang phải nên là đổ thị của các hàm 
số nghịch biến, nghĩa là ứng với hàm số lôgarit có cơ số nhỏ hơn 1. 

Mạt khấc, khi X > 1 thì log! X < logx X và khi 6 < X < 1 thì 
e 3 

log! X > logi X. 
ẽ 3 

Do <16, (C 3 ) là đổ thị của hàm số y = logi X ; (C 4 ) là đồ thị của hàm số 
6 

y - logỊ X. 

.... .3 ...... ... , 

2.29. a) X < 1; b) X < 1; c) X > 1; . d) X > i. 

85 


(lĩM!) 


<=*2x-3=x-6<=>x = -2; 


b) õ * 2 - 5 *- 6 = 5 Ọ ** X 2 - 6x - 6 * 0 <=>; [* 1 

■ Ị.X i 6 í 

/• 1 \* 2 -2*-3 \-x-l 

c) fij -[ 7 ] ■ * 2 -2x-3®-xh 1 « x 2 -x-2 = 0 
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. 6*4, . i V : JẼắr 

đ) 2 **f * 2 _2 .5 *-8 4=> 2 *-* =5 *-9 **2 *~7 = 


Lấy lộgark cơ số 2 cả hai ve, ta được 
7* +11 _ 3x + 51 é A'. h*? *-%0x - 3Ô = (3x 2 + 30« - 357)log 2 5 

«=> (7 -31og 2 5)? 2 - 2(5 + 151og 2 5)* - (33 - 367ìog 2 5) = 0. 


Ta có A' = (5 + lõlog 2 5) 2 + (7 -31og 2 5)(33 - 367log 2 5) 

= 1296 log| 5 - 2448 log 2 5 + 256 > 0. 

Phương trình đa cho có hai nghiệm 

_ _ 8 + 151og 2 6 ± '<ỈA' 

X3S 7-3log 2 5 * 

đểu thoả mãn diéu kiện X * 7 và X * 3. 


2.31. a) 16.2* + 4.2* * 5.5* + 3.5* <=> 20.2* - 8.5* «■ * (li ọ X = 1; 

b) 16.7* -16.5 2 * = 0«=> 7* = 5 2 * = Qy° «*x = 0; 

c) Chia háỉ vế cho 12* (12* > o), ta duỢc 


Đạt i = (t>0X ta có phương trình 4í + 1-J = 0 hay 4/ 2 + í - 3 = 

‘í - -1 (loại) 

-|.4 

Dođ 6 (f) =(!) • Vậy í - Ị. 
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4) Ạf£f ■ *?'#> 0), ta cổ^hương tâfft 

-í 3 + 2t 2 + 1 - 2 = 0 <=> (f - l)(í +1)(2 - t) * 0 't * -1 (loại) 

Lí-2. 

2 * = 1 

Đo đó 

2 * = 2 . 

Vậy * * 0 và át - 1 là các nghiệm của phương trình đa cho. 

2.32. a) Vẽ đổ thị của hàm số y - 2“* và đường thẳng y = 3x +10 trén còng 
một hộ trục toạ.độ (H.49) ta thấy chúng cắt nhau tại điểm có hoành độ X - -2. 
Thử lại, ta thấy * = -2 thoả mẵn phương tình đã cho. 


Mặt khác, hàm s tí y = 2~ x - lụồn nghịch biến, hàm số y ■> 3x +10 
luôn đổng biến. Vậy X - -2 là nghiệm duy nhất. 



Hình 49 Hình 50 


b) Vẽ đổ thị của hàm số y = j và dường thảng y = -2» + 5 trên 

cùng một hệ trục toậ độ (H.50), ta thấy chúng cất nhau tại điểm có hoành dô 
xa 1. Thử lại, ta thấy X = 1 thoả mãn phương trình đã cho. 


126 



. ■- ' . /IN** - \ '\ ’=:• 

Mạt khác, hàm số y *= 3* luôn đổng biến, hàm s ộ y = -2* + 5 

luônt^i^ìén.; . ' r.. 

Vậý * »1 là nghiệm duy nhất. 
j, :ị->’À^(ỹờì^ịy^.ỳ&y'- 

c) Vỗ đổ thị của hàm số y * [jj và đường thảng y - X + 1 trôn cùng 

một hộ trục toạ độ (H.51), ta thấy chúng cắt nhau tại điểm dó hoành độ X * 0. 

Thử lại, ta thấy x- ồ thoả mận phương trình dâ cho. Mật khác, y = là 

hàm số luôn nghịch biến, hàm số y * X +1 luôn đổng biến, Vộy X = 0 là 
nghiệm duy nhất. 



d) Vẽ đổ thị cùa hàm sd y = 3* và đường thẳng y = 11 - X trên oùng một 
h$ trục toạ độ (H.52), ta thấy chúng cắt nhau tại điểm có hoành độ X = 2. 
Thủ lại, ta thấy * ạ 2 thoả mãn phương trình dã cho. Mặt khác, y = 3* luôn 
đổng biến,y = 11 -X luôn nghịch biến. Vậy X - 2 là nghiệm duy nhất. 

2.33. a) Với điéu kiện X > 0, ta có logx + 21ogx = log9 + log ac «=» log JC = log3 

<z> X * 8 . ' 

b) Với điều kiện X > 0, ta có 41ogx + log4 + logx = 21ogl0 + 31ogx 
<=> logx * logõ <*x = õ. 
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c) Ta có diẻu kiện cùaphương trình đỗ c^o Ịà 

(* + 2)(x + 3) > 0 . ù < _3 hoặộ X > —‘2 ,. 

x-2 . <=> ị _ * <***i$hoặc*>2. (1) 

ĩ—Ị > 0 Ịx< “ 3 hoặc x>2 

X + 3 'V ••• • ■ 

Khi dỏ, phương trình đẵ cho tương đương với 

fcfc[(,AW,*.«vĩ|]-K»«w* * 2 - 4 * 16 «■[*'■ịầé,:• 

Cả hai nghiệm trén đéu thoả mãn điéu kiện (1). 

d) Vói điổu kiện X > 2, ta có phương trình 2lògg(x- 2)flog B X -1) » 0 


^ riog 3 (x-2) - 0 ^ 

log B X - 1 = 0 


■[;: 


= 3 
5 . 


Cả hai giá trị này đều thoả mẫn diẻu kiện X > 2. 

2,34. a) Vỗ dổ thị củaiàm số y = log! X và đường thẳng y = 3x trén cùng một 

' • 3 

hệ trục toạ độ (H.53)j ta thấy chóng cắt nhau tại điểm có hoành độ X á ị. 

Thử lại, ta thấy giá tiỊ này thoả mẫn phưdàg trình đã cho. Mạt khác, hàm 
số y = bg j X luôn nghịch biến, hàm số 3 T«.:aăt luủn đổng biến. Vậy 
: 3 '• ; 

X = là nghiệm duy nhất của phương trình đã cho. 
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b) Vê .<14 t&của hàm số y* log 3 X và dường thẳng y m -X +11 trin cùng 
một hệ trục toạ độ (H.54), ta thếy chổng cắt nhaư tại điểm có hoành độ 
X = &, Ụkp luận cương tự cAu a>, ta cũng oó day là nghiệm duy nhất của 
phương trình đã cho. 

’ ' . ■. 4 

c) Vẽ đổ thị của các hàm sò y * log 4 * và y = ^ trẽn cùng một hệ trục 
toạ độ (H.55), ta thấy chúng cắt nhau tại điểm cổ hoành độ X = 4, Ta cùng 
có hàm số y = log 4 a: luồn đổng biến, hàm số y = - luôn nghịch biến 

? trên (0 ; +<*>). Do đó, X = 4 là nghiệm duy nhất. 

' y ti A 



Hình 55 Hình 56 

d) Vẽ đổ thị của các hàm số y = 10* và y = log! X trên cùng một hệ trục 

2 

toạ độ (H.56), ta thấy chúng cắt nhau tại điểm có hoành độ X = Thử 
lại, ta thấy X sa 1 thoả mẫn phương trĩnh đã cho. Mạt khác, hàm số 

y = 16* luôn đổng biến, hàm số y áá log! X luôn nghịch biến. 

’ :, 2 

Vậy X = — là nghiệm duy nhất của phương trình. 


BAITẬPOIAI TfCH 12* SA 
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2.35. á) iọg 2 (2* + i).\og0(& + i)] = 2 4*'logạ(2f* + l).[l + log 2 (2* +1)] « 2. 
Đặt í - log 2 (2* +1), ta có phương trình Í<1 + t)m1l 4»t 2 + t- 2 = 0 


■Lí—a 


2* +1 - 2 

2* +1 - 7 

4 


log 2 (2* +1) = 1 
|_log 2 (2* +1) * -2 

2 * =1 


2 X - (lọại) 


«ĩ a 0, 


b) Với điẻú kiện X > 0, ta có 

log(x log9 ) s= log 9.log X và log(9 logx ) * logx.log 9 
nôn log(* log0 ) = log(9 10 **). 

Suy ra x ìo « 9 = 9 log V 

Đặt t = X 10 * 9 , tạ được phương trình 2í = 6«í s =3<=^ * log9 ** 3 
log<* Iog9 ) * Ìog3 <=> log9.log* = log3 


._ log3 

• logx = 


> log* - ì 


<=> * = Vĩõ (thoả man đỉéu kiện * > 0). 

c) Với điếu kiộn * > 0, lấy lôgarit thập ph&n hai vế của phương trình đă 
cho, ta được 

(31og 3 *-|log^.log* = Ị. 


Đật t = logx, ta 4ược phương trình 3í' 


(4,2 2,7 




w 9f 4 -2í a - 7 = 0 « 


t 2 = -~0oại) 


'3 3 

. r< = i 

â)^i ís - 1 


ìog X = 1 
logJC = -1 


X = 10 
„ _ 1 
10 ' 
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BAlTẬPálẢI TtCH ia»#4 



d) Đạt ị m log 6 (x + 2) với điéu kiện X + 2 > 0* X + 2 $ 1, ta có 


1+1 = í «. t 2 - í-2 = 0, f *0 


p' -1 »fJ°*»f +s J" 1 

X + 2 - — 

■ 6 '-<*► 

[í = 2 [lo» s (* + 2)-2 

X + 2 = 26 


§6 


2.36. a) 3 lx-2i < 3 2 c* |x - 2| < 2 <=>-2 <x-2<2<=>0<x<4. 


b) 4 lx+li > 4 2 <=> |x +1| > 2 ^ 


X +1 > 2 X > 1 

<=> 

[x + l<-2 


c)2- 


'* 2+a * < 2 2 <=* -X 2 + 3* < 2 «=> X 2 - 3x + 2 > 0 * * \ 

X > 2. 


d) (^j ă 2x 2 - 3* á -1 4=> 2* a - 3x + i s 0 I ắ X ắ 1. 


e) Vx + 6 â x<=> 


'Jx + 6 ì 0 
[x < 0 
ịxìO 

1* + 6 ì X 2 


« [r 6 /* < Q °. o -6 Ix ắ 3. 

■ IỒÍXS3 


'íxi -6 
jx < 0 

íxằO . 4 
Ịx 2 -*- 0 ắO 


-6 ắ X < 0 

Í-2S X £3 

> a 0 


g) ị.2 2x + ị.2 2x +ị.2 2x à 448<=» 2 2 * ă 512 <=> a 2 * ỉ> 2 9 <=> X 

h) Đạt t = 4 X (í > 0), ta có hệ bất phương trình 

ị* - 6 ' ắ 0 <=> |; 2 f Ê 3 «0<íắ3»0<4 I ^3<=>jcá log 4 3. 

Ị Ể >0 lí >0 
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i) -iĩ_-3 <0 « ^ấL±Ì<(,&§i?>v 

3* -2 3*-2 3* -2 


3* > 3 . 
< 

3* < 2 


jx>l 
|_ac < log 3 2. 


► X < * £ 10. 


Jx>5 


Ịx >5 


b) |log 3 [(x - 3)(x - 6)] < log 3 3 ^ ịx 2 - 8x + 12 < 0 
5 < X < 6. 


íx > 5 
' |2< x < 6 


c) 


X - 7 > 0 
2x 2 +3 ^ 


X > 7 

2x 2 + 3 > X - 7 


X > 
*' [2x 2 


; 2 - X +10 > 0 


r* > 7 ■_. 

\x€ R 

d) logj loggX 2 > log! 1<=> log 2 X 2 < 1 <=> log 2 x 2 < log 2 2 «=> 0 < X 2 < 2 

3 3 

<=> 0 < UI < Vã <=> -Vã < X < 0 hoặc 0<X<V2. 

e) Đặt t - log X với điétt kiện t * 5, t *■ -1, ta ẹó 

IC » <1» í±ĩ±ậjt -K. B 4 ^ > ° 

5-ị 1 + t 5+ 4/-í 2 f 2 - 4í -6 

<s» ~ ~ > 0 <=> < < -1 hoặc 2 < <■< 3 hoặc t > 5. 

(í + l)(í - 0) 

Suy ra logx < -1 hoặc 2 < log X < 3 hoặc logx > 5. 

Vậy X < — hoặc 100 < X < 1000 hoạc X > 100 000. 

33 

g) Với điẻu kiện X > 0, X * 1, dạt t = log 4 X, ta có 4í --Ị- ắ 1 

„iíĩz^H s o«(«iiM S o 

t<>-~ hoặc 0 < í <; 3 
4 


log 4 xắ~ ^ 
0 < log 4 X á 3 


xí 4 4 
1 < X ắ 64. 
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2.38. a) Vẽ đồ thị của hàm số y *Ị^J và đường thẳng y = x-- 1 trôn cùng 
một hệ trục toạ độ ta thấy chúng cất nhau tại điểm có hoành độ 

* '* 1. Với X > 1 đổ thị của hàm số y - Ị^Ị nằm phía dưới đường thẳng 
y = X - Vậy tập nghiệm của bất phựơng trình dã cho là (1 ; +~). 



Hình 57 Hình 58 


b) Vỗ đổ thị của hàm số y = và dường thảng y - X + 1 trên cùng một 
hộ trục toạ độ (H.58), ta thấy , chứng cắt nhau tại điểm có hoành độ X - ơ. 
Khi X < 0 đổ thị của hàm số y ta QỊ nằm phía trtn đường thắng y * X + 1. 
Vậy tập nghiệm của bất phương trình đã cho ỉà (-« 0 ; 0]. 

c) Vẽ đổ thị của hàm sổ y « logi * và đường thẳng y * 3x trên cùng một 

3 

hộ trục toạ độ ta thấy chúng cắt nhau tại điểm có hoành độ X =ỉ (H.59). 

Khi X 4 đổ thị của hàm số y = log! * nằm phía trển đường thẳng y = a*. 

3 

Vậy tập nghiệm của bất phương trình đã cho là ^-03 ; 
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d) Vỗ đổ thị củá hàm số y = log 2 ít và đường thảng y = 6 - X trên cùng 
một hệ trục toạ độ, ta thấy chúng cắt nhau tại điểm có hoành độ X = 4 
.(H.60), Khi X < 4, dồ thị của hàm số y = Iog 2 X nằm phía dưới đường 
thẳng y = 6-Jí, Vậy tập nghiệm của bất phương trình da cho là (-00 ; 4]. 


BỒI tộp ôn chương II 

2.39. a) Khảo sốt sự biến thien và vỗ đổ thị của hàm s ộy = x v 

Tập xác định : D = (0 ;+ «»). . 

y > 0, Vx € D nín hàm số luôn đứng biếh. 
lim V - 0, lim y-+°°- 
x-»0* ■ '. ■ 

Đổ thị không có tiệm cận, 

Bảng biến thiền 



b) Khảosốt sự biến thiên và vẽ đổ thị của hàm sốy = x n . 
Tậ^xẳc^nh : D = (0; + «»). 

• 1-1 ' : "■■■■ 

. * **•• • 

y' > 0, Vx 6 D nèn hàm số luổn đổng biến. 

lim y = 0, lim y - +«o. 

*-* 0 + *-++" 

Đổ thị không có tiệm cận. 

Bảng biến thiên 



• Đổ thị (H.62). Hi 

c) Khảo sát sự biến thíẽn và vẽ (tổ thị của hàm số y = x~ c . 
Tập xốc định ; D = (0 ; +«»)' 
y' ■ -eaT 6-1 . 

y' < 0, V* € D nôn hàm số luồn nghịch biốn. 
lim y m lim y m 0 V 

x->0 + *-♦+“ 

Đồ thị có tiệm cận ngang là 
trục hoành, tiộm cận đứng 
là trục tung. 

Bảng biến thiên . 



Đổ thị (H.63). 


Hình 63 





2.40. a) Hàm 8<s xốc định khi 

4*-2> 0<=> 2 2 * >2 <=> i >i. t 
Vậy tệp xác định làD = ; + eo j. 

1 c) Hàm stí xác định khi 

, „ , , , lOU . pogí*(z + 2)] s logl ■ Ịx 2 + 2* -1 S O 

logx + lo g (x + 2)ì0«p; 

r*S-l-V2h0»c*i-l + ,® o . ei _ 1 + ^ 

Ịx > 0 . 

Vậy jtập xác định là D = [-1 + \Ỉ2 ; + eo), 
d) Tương tự c&u c), D = [-v/2 i + eo), 

2.41. a) Ta có tập xác định của cả haỉ hàm số f(x), g{x) đểu IàK, Mặt khác 

I w “Jí _____ .. ÍC 

/(-*) - 2 - /<*>, ; í(-*) = 2 — - -#(*). , 

Vậy A*) ỉà hàm số chán, g(x ) là hàm số lẻ. 
b) Ta có f{x) « a .-t g . “- £ Va x a" x = 1, Vx e R 

vồ 

Vậy minA*) * AO) = 1. 

■R ■ 

2.42. a) Ta có o m + 6 m < < 1- (1) 

Theo đẻ bài o + 6 ** e, a > 0, ổ > 0 nôn 0 < — < 1, 0 < ^ < 1". 

Suy ra với m > 1 thì (f) < (f) : Cl) «(!)• 

Tữđ6ụcò(f) + ■. 

Vậy (1) đúng và ta có điểu phải chứng minh, 
b) Chúng minh tương tự. 
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2.43, ạ}; Đồ #4 của hăm số y = + 3 nhận được tò đổ thị cùa hèm số 

y 'a fỉl bằrtg phép tịnh tiến song song vội trục tung lén trôn 3 đơn vị. 

\2J' ■ . .«tr A •' 

b) Đổ thị của hàm số y = 2 x+l nhận được từ đổ thị của hàm số y - 2 X 
bàng phép tịnh tiến song song với trục hoành sang trái 1 đơn vị. ; 

c) Đồ thị của hàm số y = 3*~ 2 nhận được từ đổ thị của hàm số y - 3* 

Ị bằng phép tịnh tiến song song vói trục hoành sang phải 2 đơn vị. 

2.44. a) Đổ thị của hàm số y = log 3 (x-l) nhận được từ đổ thị của hàm sô' 
y .* ỉog 3 X bằng cốch tịnh tiến song song với trục hoành sang bên phải 1 
đơn vị. 

b) Đồ thị của hàm số y - logi(x + 1) nhận dược từ đồ thị của hàm số 

ị . • 

y = log! X bằng cách tịnh tiến sotlg song với trục hoành sang bên trái 1 đơn vị. 

ị 

c) Đổ thị của hàm số y = 1 + logg X nhận được từ dồ thị của hàm số 
y m logg X bằng cáọh tịnh tiến song song với trục tung lôn ừén 1 đơn vị, 


2.45. a) y' = ~6(2 + 3*r 8 ; 

b) y' = 2(3x -2)"3; , 

■ ■ ' 4 

c)y’ = -<3x-7)"3; 

d) 

s . V. , 3* 2 -2 ■ 

g) y' B -tanx; 

h) y’= e*(sinx + cosx); 

. v , x(e* + e”*)-e* +6“* 

ỉ)y- v 2 . . 

X ■ 

2.46. a) X = 1. 



b) Đặt t = e x (í > 0), ta có phương trình 


t 2 - st - 4 + y = 0 


BI 



hay t 3 -8 i 2 -4 1 + 12 * 0<=> (f - Z)ịt + 2)<* - 3)»«. <* f« -2 aoại) 


tx. r* = ln2 

Do đó 1 hay _ “ 

' [e* s» 8 L* = ln 3. 

c) 3,4* + 27,9* * 24.4* -|.9*<=> 63.9* - 42.4* (l) «1 

**(Ị) ■*(§) 

4* X 2 = 3 » [ x = ^ 

2.47. a) Với điều kiện * > 1 ta có phương trình ln(4x + 2) = ln[*(* -1)] 
«=> 4x + 2 * X 2 - X <=> X 2 - 6* - 2 - 0 


b) Vdi đỉéu kiện X > 0, ta có phương trình log 2 (3x + l)[log 3 X - 23 - 0 
pog 2 (3x +1) = 0 ^ r* -0.(Ịoại) ^ X = Q 

[log 3 X = 2 . [x = 9 ~ 

c) Với điều kiện X > 0, ta có phương trình 4 log8 *.5 loí3 * * 400 
<=> 20 log3 * = 20 2 <=> log 3 **2»*s9 (thoồ mãn điếu kiện). 

d) Đạt í = lnx (x > 0), ta có phương trình f 3 - 3f 2 - 4í +12 * 0 
4=> (í - 2)(f + 2)(í - 3) = 0 

r. À r» n Fv = 



í = 2 

>x ■* 2 

<=> 

ta -2 «• 

lnx = - 2 . <=> 


t = 3 

t lnx = 3 
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2.48. a) Với điều kiện X > 0, ta có phương trình e 2 .e 1 "*'« x + 8 
<=* e 2 .x sí + 3« x(e 2 -1) = 3 

3 . , 'ỷ '• •. • 

<=> X = , (thoả mẵn điẻu kiện). 

e -1 ' , ■ 

b) Tương tự câu a), X * e 2 . 

c) Với điều kiện X > 3 ta có 

«|*- 6 

[log(i - 3) =. 0 L** 4 -' 

X—3 

2.49. a) 8,4 * 2 +i < 8,4°« < 0 <=> * < 3. 

X 2 +1 

b) 2 1 *- 21 > 2 2l * +l1 <=> Ix 2| > 2|x + ll <=> X 2 - 4x + 4 > 4(x 2 + 2x +1) 

<=> 3x 2 + 12x < 0 <=> -4 < X < 0. 

c) ổ 2 * - 2.2* + 8 < 2 3 *.2 1 “* 4=> 2 2 * + 2.2* - 8 > 0 I* “ 2 ’* > 0 

|r + 2f-8>0 

[í < -4 hoặc t >2 [í > 2. 

d) Đặt t = 8* (í > 0), ta có bất phương ơình^Ỵg á g^-y. 

. Vì vế ưái dương nén ví phải cũng phải dương, tức là 3í -1 > 0. Từ đó, ta 
có hệ 

Do đó ỉ < 3* ắ 3. Vậy -1 < X $ 1. 

2.50. a) “ < X < e; 

e 2 
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3í-lắf+ 6_ 1 
" 1 4 < t s 3. 

3í -1 >0 3 


b) (0,2) 3 £ X <, 25. 



c) Bất phương trinh đá cho tương đương với hệ 

Ỉ x 2 -X-2 >0 (*. < -1 hoặc x>2 

3 - X > 0 <=> X < 3 

X 2 -x-2 <(3-X f x< lị 

5 

X < -1 hoặc 2 < X < ^. 

0 

Vậy tập nghiệm là (-CO; -1) u ^2 ; “). 

d) ln|(x - 2)(x + 4)1 ắ ln8 <=> |x 2 + 2x - 8| s 8 -8 á X 2 + 2x - 8 ắ 8 

x 2 +2xì 0 ^ị x ắ -2 hoặc X £ 0 
x 2 +2x-Í6áO [-1 - >/Ĩ7 £ X 5 -1 + yỊĨĨ 

<=> -1 - VĨ7 £ * £ -2 hoậc 0 ồ * £ -1 + -s/Ĩ7. 
Vậy tập nghiệm là [-1 -yỉĩĩ ; - 2 ] u [0 ; -1 + VĨ 7 ]. 

2.51. a) Bất phương trình da cho tương đương với hệ sau 

2x- 7 > 0 
ln(x + 1) > 0 
2x - 7 < 0 
ln(x +1) < 0 ■ 

Vậy tập nghiệm là (-Ị; 0) u ; + «oj. 
b) Tương tự câu a), tập nghiệm làQ^ ; . 

c) Đạt t = log 2 X, ta, có bất phương trình 2í 3 + 5í 2 + í - 2 £ 0 
hay (í + 2)(2í 2 +1 - 1) 2: 0 có nghiệm -2 £ t £ -1 hoặc í 2 ị. 




2 

X + 1>1 

:-í-< ■ : • •• ,4 

'1 

x< 2 

0 < X +1 < 1 


2 

-1 < X <0 


x> 2 
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Suy..j^Ặ&* '£ i hoặc ***& ^ • 

Vậy tập nghiệm của Ịxất phnơhg^ìnỉỉ'ầã cho U0j-~ju [-s/2 ;+«•).. 
d) Bất phương trình đs cho tương đương với hộ 
Í3e* -2>0 

|ln(3e* - 2) ắ ln ẹ 2 * : V ; 

fv 2 í V 2 . 

<=* < 3 <=> 3 

e 2 * ~ 3e* + 2 S: 0 e* á 1 hoặc e x ă 2 

e* ằ 2 r* ă: lxi 2 

|<ẹ*Sl [tof<*sì». 

Vậy tâp nghiệm là fln^ ; oj u[ln2 ; + “). 

2.52. a)nỉ logj XO " 9 hay n £ 91og 2 10 - 29,897. 

2 

Vì n là số tự nhiên bé nhất nôn n = 30. 

b) n = 4; . , , 

c) n - 18 ; 

d) n ~ 15. 

Bàl tộp trốc nghiệm 

1. (A), 2. (Q, 3. (D), 4. (B), 5.(D), Ố.(D). 

7. (Ạ) (Giải bằng đổ thị), 8. (B) (Tính đạo hàm và lạp bảng biến thiên). 
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Ị hương III. 


NGUYÊN HÀM - TÍCH PHÂN 
VÀ ỨNG DỤNG 


§1. Nguyên hàm 


1 . 


A. KIẾN THỨC CẨN NHÒ 

Nguy&n him và tỉnh chất 
Định nghĩa. Cho hàm số f(x) xác định trên K (K là khoảng, đoạn hay nửa 
khoảng. Hàm số Fịpc) được gọi ỉà nguyên hàm của hàm số f(x) trẽn K , nếu 


F\x) = fự) với mọi xe K. 


Định lí 

1) Nếu F(x) ỉà một nguyên hàm của hàm số /fc) trtn K, thì với mỗi hằng số c, 
hàm sổ G(x) = FỊx) + c cũng là một nguyên hàm của f(x) ữén K. 

2) Ngược lại, nếu F(x) là một nguyên hàm của hàm số fự) trẽn K t thl mọi 
nguyên hàm của ỷịx) trén K đéu có dạng F(x) + c với c là một hằng số. 

Kí hiộu họ nguyên hàm của f{x) là Ịf(x)àx . • 

Khi đó 

J/(x)dx = F(x) + C , c € M. 


Tinh chất của nguyên hàm 

Tính chất ĩ 

ịf'(x)áx = f(x) + c. 


Tính chất 2 

Tính chất 3 


jV(x)dr = k ịf(x)ỏx (Ế là hằng số khác 0). 
J(A*) ± í(x))dx = jVoi:)ds ± ịg{x)dx. 
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Sự tổn ụỉ nguyên hàm 

OỊnhH, Mọi hồm ầồfự) lièn tụctrén K đều bó nguyên hàm trên K. 
Bảng nguyôn hàm của một số hàm aò thường gặp. 


Nguyên hàm cùa hàm số ềơ cấp 

Nguyên hầm của hàm íố hợp 
(vối u m u(x)) 

jbdr = c 

Jodu = c 

jdx = X + c 

jdu * u + c 

Ịx a dx = ị c (<x * - 1 ) 

. „a+l 

f“ dK= £ĩ +c ' ( “ í! - 1> 

j^d* = lnUI + C 

Jỉdu = lnlul + c 

Ịe x àx = e* + c 

|e u du = Q u +c 

ja*dx = + c (a * 1 , a > 0 ) 

|a“du « + c (0 < a, a * 1 ) 

Ịcos jcdlx -sin x + c 

Ịcosudu * sinu + c 

Jeinxcbc * -cos* + c 

Jainud« = -COB u + c 

f—^ 5 —dr-taníp + c 

J co » 2 X 

f du - tanu + c 

J coa*u 

f—L_djc 9 -cot* + C 
* sin 2 X 

{—du--cotu + ữ 
ísìn^tt 


2. Phương pháp tính nguyên hàm 

a) Phương pháp đổi biến sô' 

. ĐỊnh lí 1. Nếu J/(u)du = F(u) + c và u = u(ft ) là hàm số cố đạo hàm 
liên tục thì 

|f(w(*))«'(*)d*=;F(«(*)) + C, 

Hệ quả. Nếu u -ax + b (a * 0) thì ta có 

Ịf(ax + b)áx = ịp (ax + 6) + c. 
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b) Phương pháp tính nguyên hàm từng phẩn Ị y ỵi , ij' ! 

OịnMÍ2. NỐI hai hàm số u .* tt(r> và u -iK*)cộ<Ịạojbịfon liên tục ữềũK, thì 
Ju(x)u ’(jc)cU: = 5 = u(x)vịx) - |tt !■-' 

••iỊifcy • ' ịtídu = uu -Judu . í ,-xỊ-, i .j. v . 

B. VÍ DỤ 


• Víđụl- 
Tính 


í: 




- sinscbt. 
cos* x) 


Giải 

Tacô J^=JÍ-4-- 

J cos * J Vcoe X 

Đạt í = C 08 X, ta được í' = -sin* và 

s . m . x đx = f —ỉ--Ỉ-—Isinxdx viết thành -ị - 

cos 4 x Vcos 4 * cos z xj Ví 

Do đổ, nguyên hàm đã cho viết thành 

-ịị-Ể«-ĩỹì-°- 

m ^. __ f sin 3 X 1 1 

Thay í - C0SJE, ta dttỢtí ■ ăx = - 

J coa * í 


' C08 4 X ~ 3coa 3 X C0BX 


+ c. 


Ví dfí 2 - 
Tính 


fln(BÌn x) ^ 

• nos^ X 


Đặt u = ln(sinx) và du 


Giãi 

-dt = d(tan^), ta có 


tn(sxnx) va du = y 2 ax = aitan 
| Ị n(sm 3 C) ^ _ |ln(BÌn*)d(tan-*> 

=tan *;ltí(flin ^ Jdx=tanxln(sin*)-x+c. 
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• Ví dụ 3 .—-—- —:---—-— 

I Tính JcosVx d X. 

Giãi '■ 

Đổi biến t = yfx , ta được t' = -4= và 
• 2\x 

C 0 B\ỉxàx = 2\ỉx.C08sĩx.~j=ráx viết thành 2ícoaídí. 

Vậy nguyên hàm đã cho viết thành 2 cos ídí. 

Áp dụng phương pháp tính nguyên hàm từng phần, ta có 

f t c 

Ịícosídí = ísint- Ịsinídí =s ísiní + cosí + —. 

Do đó ịcos v/xóbc = 2yfx sin \fx + 2 cos v/x + c. 


c. BÀI TẬP 


3.1. Kiểm tra xem hàm sổ nào là một nguyôn hàm của hàm số còn lại trong 
mỗi cặp hàm số sau : 

a) f(x) = ln(x + i/l + ar 2 ) 

và 

gMm ir-ĩ' 

b) /■<*) = e^coí* 

và 

gix) = e*‘“; 

c)/X*) = 9 Ìn 2 ì 

và 

tf(x) = -~8Ìn-^; 

X* x 

d) /(«)•■- , *-* — 
Vx* - 2x + 2 

và 

í(ĩ)=ử- 2 x + 2; 

e)/-(x) = xV . 

và 

í(x) = (2x-l)eỉ. 

3.2. Chứng minh rằng các hàm số F{x) và G(x) sau đều là một ngụyên hàm 

của cùng một hàm số : 



.' V X 2 + 6 x + 1 

a) *■<*)- 2 ;” 

và 

X 2 + 10 

G(jt) 2*-3 ; 


eịAitập giẳitIch 12« 
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b) Fịx) a 1 và G(x) = 10 + cot 2 x ; 

sin 2 X 

c) F(x) = 5 + 2 sin 2 X và G(x) = 1 - cos2x. 

3.3. Tìm nguyên hàm của các hàm số sau : 

a) f{x) = (x~ 9) 4 ; b) f(x) = ỉ 

(2 - xf 

7 ; d)A * )= ^TT ; 

coa 2 ac X + X +1 

3.4, Tính các nguyên hàm sau bâng phương pháp đổi biến số : 

a) ịx 2 %il + x ẵ ảx với X > -1 (đặt í = 1 + JC 3 ) ; 


b) Ịxe' xĩ dx (đạt jf = JC 2 ) ; 

c) Wu ° 1+ * l ' ): 

d) f - r àx (dạt t 

J(1 -x)Vx 


g) (đặt í = lnx); 

h) J , am * cbc (đạt í = CORK); 
J ycos 2 x 

i) Ịcosxsm 3 xdx (dặt t =.8Ìmc); 

li) ds (đặt t = «*); 

r cosx + sinx , ■. 

1) dx (đạt t - sinx 

* Vsinx - cosx 

- cosx), 

Áp dụng phương pháp tính nguyên hàm từng phần, hãy tính : 

a) J(1 - 2x)e*dx; 

b) Jjce“-*dx; 

c)-J*ln(l-*)d*; 

d) |*sin 2 xđx; 

e) Jln (jc + Vt+ X 2 ) cbc; 

g) J>/xln z ;ccbc; 

h) l i,n ì*> 

0ẢI TẬP SIẢI TteH lĩ • toe 



3.6. Tính các nguyên hàm sau : 

a) J*(a-*)*dx; . tộ J&±frỷ<ix; 


c) Jx>/2-5xdx; i 

e) Prd*; , 

, J aỉĩTx 


h) 


d) rte&s^d*; 

J C08 2 X 

g) Í_4±1_ 

i(x - 2)(x + 
i) jsin3xcos2xdx; 


-dx; 


,, fsin 3 X. 

k) J 

J cos X 

l ) f Ị '^ XC06 Ĩ n dx, (a 2 # * 2 ). 

Vo 2 sin 2 X + & 2 cos 2 x 

HD : Đặt u=Vtt 2 sin 2 x+6 2 c08 2 x. 

3.7, Bằng cốch biến đổi các hàm số lượng giác, hfiy tính : 

a) fain 4 xdx; b) ỉr-dx; 

J J ain 3 x 

c) Jain s X cos 4 xdx; d) Jain 4 X cos 4 X dx; 

e) —r-dx; g)íl±^Mdx. 

Jcoaxsin 2 x n + coax 

3.8, Trong các hàm sổ dưới đây, hàm số nào là một nguyên hàm của hàm .số 

™-ĩảr*i 

a) F(x) - 1 - cot^l + ; b) G(x) - 2tan|; 

c) H(x) = ln(l + sin x); d) K(x) = 2(1 — 1 ■ 

1 1 + tan— 
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§2. Tích phân 

A. KIẾN THỨC CẨN NHỎ 
1. Tích phân và tính chất 

ĐỊnh nghĩa. Cho hàm số/(x) liên tục trên đoạn to ; bl Oiả sử F(x) là 
một nguyên hàm của f{x ) trẽn đoặn [o ; 6]. Hiệu số F(b) -F(ạ) được 
gọi.là tích phân từ a đêh h (hay tích phân xác định trên đoạn [ a ; &]) 
. . " . b 

của hàm số/(x). Kí hiệu là |/‘(x)<ỈK. 


Vậy ta'có ^ F(b ) - F(a) (hay F (*)£). 


1) Trường hợp a = ò, ta định nghĩá J/‘(í c ) ( ^ c = 0. 


Trường hợp a > b, ta định nghĩa J/X*)d* = - j/‘(x)dx. 

o ; b 

2) Tích phân không phụ thuộc vào chữ đùng làm biến số trong dấu tích phân, 
tức là 

b b ■ ■ 

|/’(x)cbc hay ịmỏt .... đều bằng F(b) - F( a), 

ã á 

Tính chất của tích phàn 
Tinh chất 1 

b Ả 

jV(x)dx - k (k là hằng số); 

Tỉnh chất 2 

b b b 

J[/'(x) ±g(x)]dx = ịf(x)ỏx ± Jể(x)dx. 
ã â ă 

Tính chất 3 

b ■ c b 

J/‘(x)dx = Jf(x)dxjV(x)dx, a<c<b. 

; ă a c 
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> Chú ỷ 

Mở rộn# <$a tính chất 3: ,* 

■ 6 \ ' , Cị . ' ‘ " b • 

|^{x)dx = |Ạf)dK+ |f(*)da: 

ả 0 <?ĩ c„ 

(«< 0 ! < c 2 < ... < c n < b). 

2. Phương pháp tính tích phân 

b) Phương pháp đổi biến sổ 

ĐỊnh UI. Giả sử hàm sổ * = <fự) có đạo hàm liên tục trên đoạn [a ; 0] sao 
chò p(o) = a, <pựt) - b vá a ắ p(í)s 6, Víe [«; /9], Khi đ6 
b b 

a a 

ĐỊnh u 2. Giả sử hàm số u = u(x) có dạo hàm liên tục trên đoạn [a ; 6] 
sao cho a ắ u (*)ắ # V* m {a ; b}. Nếu f{x) = g(ụị?c))u\x), 

Vx c [a;ố], trong đó g(u) lién tục trẽn dóạn.tơ; $ thì 

ố u(b) 

. J fịu)Au. 

ã u(o> 

a) Phương phập tính tích phân từng phân 

ĐỊnh lí 1 . Nếu u~u(x) vầ V=v(x) là hai hàm số có đạo hàm liên tục trẽn 
đoạn [o ; 63, thì 

b e . b b . 

ịu(x)v '(jc)dr = Ịu(x)u(*)] -J«'(*)u(*)d*, 

0 a a 

b |fc b 

hay judt> = wo -íudu. 


ỵ Chú ý 

Nếu a > /?thì tạ xét đoạn [/9; ff]. 
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Gỉảỉ 

Đổi biến số X = ainí, ta được x' - cos í và khi X m 0 thì t = 0 ; khi X = i 
thlí = |.Dođ6 

n 5 

Jjc 2 \Ịl - x^dx = Jsin 2 Í.C08 2 fdí = -^ J(1 - C08 4í)dí 
0 0 0 






Irtat 

, . 3 ■ 

Đặt u ■ Ihr vàdu » ’Jỉảx , ta cá và Ở*-|*Ị. Vậy 

Jv/xlnxdx ts 1**111* ^-| J*2d* = 1*2 in^._|ạĩỊ% |(eVẽ + 2). 


• Ví dụ 4 - 


Jcosxln(BÌn x)dx. 


Giải 


Đạt u «ln(sinx) và áv = cosxdx, ta được da=-^^đx và u = 6Ìnx. Do đó 
, sin* 

# K 

2 . 5 2 

Jcos*ln(sin *)d* “ sin x.ln(sinx) ^ Ịcosxd* 

£ 4 £ 

4 4 


: sin X, ln(smx) 


ì 


c. BẢI TẬP 


3.9. Tính các tích phôn sau : 
1 

a) |(/ + 3/ -2)dy ỉ 
0 
ìĩ 

c) |(2cos* - sin2*)dbc ; 
■ 0 


£ 4 2 


b) | t+ ;r£)*'• 
1 

d) J(3* -2*) 2 ds ; 

0 
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Jt 3n 5 b 3 

e) Jcos3xdx + Jẹơs3xdx + Jcob3x<ỉ* ; g) Jlx 2 - X - 2Ỉdx; 

0 ■ 3 * 0 

3 2 

. 6 * 

h) 

J VI + 8in2jc 
* 

3.10. TÉnh cốc tích phân sau bằng phương phốp đổi biến sô’: 

2 

a) jx(l - XỶ dx (đặt ỉ = 1 - x); 

1 

In 2 _ - 

b) I Ve* - ldx (đặt í ■ Ve* -1); 

0 

9 _ _ 

c) ịx tyl-xdx (dặt í ■ 1/1- X); 

1 

d) f f ĩ x+ ỉ mmáx (đặt u - Vx 2 + X + i ) ; 

_\Vx 2 + X + 1 

e) 

1 * 

g) ì, ^ ẫ , <fa (dặt*-*-«)• 

* 1 + coa *X 

3.11. Áp dụng phương pháp tính tích phan từng phần, hay tính các tích phân sau 

ln2 

b) I xe~ 2 *dx; 

0 

.3 

đ) J[ln(x -1) - ln(* +1 )] dx; 

2 


a) Jxcos2xdx ; 

0 

1 

c) jln(2x + l)dx; 
0 
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e) jíl + x-ìje*~*d*; g) Jxc08*sia 2 *d*; 

h y) 7 J^jdx; i) )ì±£»Vd*; 

Ị(l + *) 2 r 

3.12. Chứng minh rằng 

1 

lim \x n sinTCxch: = 0. 

n->+«c J 
0 

3.13. Chứng minh rằng hàm số f{x) cho bài 

X 

f{x)~ f~ .-rdt.xg R 

0 J Vi + í 4 

là hàm số chỉn. ■ . , 

3.14. Giả sử hàm stí f{x) liôn tục trên đoạn [-o ; aí. Chứng minh rằng 

)m <J*= 

-a 

Áp dụng để tính Jln(* + Vl + X 2 )djc. 

-2 

3.15. Giả sử hàm sổ fự) liên tục trên đoạn [a ; 63. Chứng minh ràng 

TỊ ' n 

J/ , (siníc)dr = J/'(cos*)dx. 

0 0 
n 

_ % ;• ■ ... ’ 

3.16. Đặt ĩ n = [sin” xdx ,n eN*. 

0 

Chứng minh rằng I n = ~~ ?n- 2 , n> 2. 


2 Ịf(x)dx nếu f là hàm số chẵn, 

0 

0 nếu/ 1 là hàm số lẻ. 
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1 

3.17. Đặt I m n = ịx m (l - x) n dx, m, n € N*. Chứng minh rằng 

0 • ' ' ^ 

Vn “'^7ĩWi• m>O t n>l. 

3.18. Hãy chỉ ra kết qui nào dưới đây đúng : 

K 3jị 

_■ V , 2,. , 2 ?. , 

a) -.Jsỉnxdx- + Jsmxdr + |BÌnjedx = 0 ; 

0 « 3w . 

2 2 

ít 

ĩ _ __ 

b) [(^sinx - ^C08je)dx - 0 ; 

0 

1 

0 Ịlnỉ^-o; 

■ _v 

~2 

<*)ĩ--“0-g+lìdx f= 0. 

^Ịu + a + x 2 +* 3 ) 


§3. ứng dụng hình học của tích phân 

A. KIẾN THỨC CẮN NHỚ 
1. Dlộn tích hình phẳng 

Nếu hình phảng được giới hạn bởi đổ thị của hàm số f{x) liên tục trên 
đoạn [a ; ố], trục hoành và hai đường thẳng x = a,x = b (H.64), thì diện 
tích s được cho bởi công thức 

ồ 

s = Jí cbc. 
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ỏ . õ 


0 

c. BÀI TẬP 

3.19. Tính diện tích hình phảng, giới hạn bởi các đường sau ■: 

a) y = 2x - X 2 , X + y = 2 ; 

b) y = * 3 -12*, y = X 2 ; 

c) x + y = 1 , x + y *^ 1 , x-y - -1 ; 



e) y = 5 C S - lvà tiếp tuyến với y = * 3 -1 tại điểm (-1; -2). 

3.20. Tính thể tích vật thể: 

a) £6 đáy là một tam giác cho bởi y = X, y * Ovà * - 1. Mỏi thiết diện 
vuông gộc với trục Ox là một hình vuỏng. 

b) C6 đáy là một hình ừòn giới hạn bởi X 2 + y 2 - 1. Mỗi thiết diện 
vuổng góc với trục Ox là một hình vuồng. 

3.21. Tính thể tích các khối tròn xoay khi quay hình phảng xác định bởi 

a) y = 2 - X 2 , y = 1, qủanh trục Ox. 

b) y = 2x-x?, y = X , quanh trục Ox. 
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c) y - (2# + 1)3 ,x - O t ỵ = 3, quanh trục Ọy. 

d) y = x 2 + l, # = 0 và. tiếp tuyến với y *=# 2 +1 tại điểm (1 ; 2), quanh 

. . .. trọc Ox ' .. , ■ ■■ 

é)y á lri X , y - 0, X = e, quanh trục Oy. 

3.22. Tính thể tích khối tròn xoay tạo bỏri phép quay quanh trục Ox hình phẳng 
giới hạn bởi các đườngy s ì, /= 0, X = 1 và X ss a (o > 1). 

Gọi thể tích đổ là V(a). Xác định thể tích của vật thể khi a -+ +O 0 (tức là 
lim V(a)). 

a—>4oo 

3.23. Một hình phẳng được giới hạn bởi 
y - e~ x , y - 0, X = 0 và X = 1. 

Ta chia đoạn 10 ; 1] thành n phần 
bằng nhau tạo thành một hình bậc 
thang (bởi n hình chữ nhật con 
như Hình 72). 

a) Tính diện tích S n của hlnh bậc 
thang (tổng diện tích của n hình 
chữ nhật con). 

b) Tìm lim s n và so sánh với Hình 72 

cách tính diện tích hình phảng 
này bằng công thức tích phân. 

3.24. Trong các cặp hình phảng giới hạn bởi các dường sau, cặp nào có diện tích 
bằng nhau? 

a) {y = # + sin#, y - X, với 0 5 X 5 «} và {y = # + sin#, y - X với 

n 5 X 5 2rt) ; . 

b) {y = sin#, y - 0 với 0 5 # 5 Jt} và {ỵ = cos#, y = 0 với 0 5 # 5 jc} ; 

c) {y = 2x - X 2 , y = #} và ịy = 2# - # 2 , y s= 2 - #} ; 

d) {y = ỉog#,y - 0, # = O0> vàíy = 10*, # s= 0, y = 10} ; 

e) {y = \ỉx t y = # 2 } và {y = Vl - # 2 , y = 1 - #}. 
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Bài tộp ôn chương III 


3.25. Tính các nguyên hàm sau : 

a) j(2rc - S)yjx - 3 dx, đặt u=4x z 3 b) J * —d*. đ ặt M = c 2 +l; 

(l + * 2 )2 

c) đit “ =e2 * + 1 ; • d) ísins-sinã 1 ^ 

e) ịyịx 8Ĩn\fx ảx, đật t=yfx ; g) ỊxlnYị^dx. 

3.26. Tính các tích phân sau : 

1 2 2 _ 

a) |(y -1) 2 Vỹ d/, đặt Ể = Vỹ ; b) jy +1)(* -1)3 dz, đặt u=^ 2 ^ 1 ; 

0 ì 

c) |Ví(f2+l) 2 <ỉí, đặt ư=V/ ; d) J(cos 5 ẹ - sin 5 ọ)ảẹ ; 

0 0 
n 

e) jcos 3 ờcos3adơ. 

0 ' 

3.27. Tính diện tích các hình phẳng giới hạn bởi các đưòng sau : 

a) y = X -1 + ,y = *- lvàx = e; 

b) y = * 3 - X 2 và y = |(* -1) ; 

c) y = 1-Vl-* 2 và y - X 2 . 

3.28. Tính thể tích các khối ữòn xoay tạo thành khi quay hình phảng xác định bởi 

2 ễ 

a) y _ *3 ( X = 0 và tiếp tuyến vớị đường y = 3 3 tại điểm có hoành độ 
x= 1, quanh trục Oy. 

b) y _ ỉ _ 1 1 y - 0, y = 2x , quanh trục Ox. 

I c)y = Ỉ2* - x 2 |, y - 0 và 3 = 3, quanh : 

• Trục Ox ; 

• Trục Oy. 
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3.29. Hãy chỉ ra các kết quả đúng trong các kết quả sau: 
a) ịx n (l-±) m d* = ]>» (1 - xf ặc ; n 'ị N*. 


0 ỏ 



c) Jsin 3 ai:c 0 B*da: = ịt ẵ dt. 
0 0 


Bàl tộp trốc nghlộm 

1. Hàm số nào đưứi đây không ỉà nguyền hàm của hàm số /■(*) = ? 

(x + ĩ) 2 

(A) ^L ; <B>^ ; (D)^. 

d d b 

2. Nếu J/'(jc>djc = 5, ịf(x)àx e 2 với a<d <b thì |/“(a:)dx bằng : 

a b a 

(A) -2 ; (B) 8 ; (C) 0 ; (D) 3, 

3. Tìtn khẳng định sai trong các khẳng định sau : 

1 1 * 2 . , . 

(A) jsin(l - ac)dx = Jain xảx ; (B) Jsin|<k = 2Ịsinxdx; 

Ố 0 0 0 

1 1 

(C) Jíl + *>*<U-0; (D) ĩ* Í007 (1 + x)dx = . 

0 ' -1 

4. Tìm khẳtig địiđt đúng trong các khẳng địnlr sau : 


(A) I sin \x + dr = ị sin X--J Hdx ; 


(B) |sin^jc+.^|dic = Jcos^c + jjdr; 


BẢI tập qiAi tích 18 # 11 
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(C) jỊainỊ* + |jdx* Jsin|* + ặdx- |*in^* + |jdx; 

0 0 T 

Tt 

(D) lỊsiníx + |ì|dx = 2 Ịsiníx + |jdx. 

. 1 

. 5. ịxe l ~ x ỏx bằng : 

0 

(À)l-e; (B) e -2; (C) X; (Đ)-l. V 

6. Nhừ ý nghĩa hình học của tích phan, hăy tìm khảng định sai trong các 
khẳng định sau : 

B ' . ỊỊ 

1 1 1 4 \ 

(A) Jln(l + x)ởx > Jfũi d*ỉ (B) í flin2 xảx < J sin2íC<k ’ 

0 0 0 0 0 

(C) Jè“*dx > jÍỊ~Ĩ àx ; (D) Je-* 2 dx > ịe^d*. 

0 ■ 0 ' 0 0 

7. Thể tích của khối tròn xoay tạo nên do. quay xung quanh trục Ox hình 
phảng giới hạn bởi các đưòng y = (1- XỶ . y = 0, x = 0 và X = 2 bằng : 

(Ạ)ỉ^; (B>T ; (D)2 h 




c) Hàm số f(x) ■= sin 2 4 là một nguyên hàm của hàm số g(x) - —4-sin -. 

x ... ' . . . . X 2 x 

d) Hâm số g(x ) = Vx 2 - 2x + 2 là một ngtiyện hẳm cùa hàm số 



i 1 

e) Hàm số f{x) = x 2 e* là một nguyên hàm của hàm số g(x) m (2x -1)«*. 

3.2. a) VÌF(x) - = + 3 " G( *>+ 3 - nên và<?<*) đều là 

một nguyên hàm của /(x) - 2 * . 

(2x-3) 2 

b) Vì G(x) = 10 + cot 2 X - -4- + 9 = F(x) + 9. nên F{x ) và G(x) đểu 

sin^x 

là một nguyên hàm của f(x) = - 2c0Sa: ■ 
sin 3 X 

c) Vì F'(x)=(õ+2sin 2 x)’ = 2sin2x và ơ'(x) = (1 - coa2x)' = 2 sin 2x, 
nén F(x) và G(x) đều là nguyên hàm của cùng hàm số f{x) ~ 2sin 2x. 

3.3. a) F(x) = + C; b) F(x) = 2 “ + c; 

c) F(x) = -Vl-* 2 + c; d) F(x) = n/2x+Ĩ + c ; 

e)F(x) = 2(tanx-x) + C.//D:VÌ / ? (x) = 2^4 £ = 2Í-*V'-lì ; 

cos X Uos^x ) 

g)F(x) = ln(x 2 -fr X + 1) + c . HD : Đặt u = X 2 + X + 1, ta cồ u' = 2x + 1. 


3.4. a) 

ỉ(l + * 3 ) 3 +C; 

4 

M-ỉe-^+C; 

c) 

-■ ■■■ r + C; 

d) ln|ỉi^| + c 


2(1+ x 2 ) 


e) 

coa— + c ; 

X 

g)|(lnx) â +C; 

h) 

-3 3/cõsx + c ; , 

ì)Ìbìíi 4 x + C; 

4 

k) 

H^ +C: 

1) 2-v/ainx -COBX 
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3.5. ạ) (3-2*)e*+C; b)-(,l + *)e x +C; 

c) - x) - |ln(l - x) - Ỉ(1 + XỶ + c; 

d) ỉ - ị sin 2x - ị cos 2x + c. HD : Đặt u = x, ảv- sin 2 xdx. 

4 4 8 

e) Xln(x + yll+x 2 )-yll*x 2 + c .m : Đặt u = ln(x + Vl + * 2 ) vàdi> = dx. 

g) |*ã(unx) 2 - |lnx + 1} + c. //£>: Đạt U=ln 2 *. dv = %/xdx. 

h) x - V^ . ĩ -inịlỊi + C.HD :ĐẠlu - lnị““, dy = xdx. 

2 1 - * 1-2 

3.6. a) (3 - xf (iẹ£-1) + c. HD :Đạt t - 3 - * ; 

4* 9* 

b) S4- Z |ẽ + E9 +C; 

c) - 8 + 7 3 6 °? (2-5 x) 2 + c. WD : Dựa vào * = -ì(2 -5*) + | ; 

• ■. ' dx 

d) tanx,ln(sinx) - * + C- HD : Đăt u = ln(sinx), đu =— 2 *“ ; 

cos z x 

e) -xcotx + lnịsinxl + c. HD : Đạt u = X, du = ^ ■ 

aừrx 

g) |ln|jx-2| 3 <x + 3) 2 ] + C. 

___/ x + l 3 . 2 , 

í/ữ:TaeÓ (x-2)(* + 3) 5(x-2) 5(x + 3) ’ 

. h) -2(V^ + ln|l - ựx\) + c. HD : Đặt í = Vĩ ; 

i) -l(cosx + ịcoBÕx} + c. i/D : sin3x.cos2x = |(sinx + sin5x); 

k) cosx + -ị- + c. HD : Đặt u - cosx. 

cosx 

l) —— - —T-Va 2 sin 2 X + b 2 C 08 2 X + c. 
ar - tr 
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3.7. a)|*-5^ + “2ií + C. 


HD : sin 4 X = 


4 32 

.4 (1 - Cữẹ2xỷ _ 'l (3 0 „_ 0 „ , 1 ^ 

BÌn X = —— -Ị - - 2 cob 2 jc -f ^ cos 4 jcJ. 

. V 1 , L _ *ỉ ■ C08X 

b) |Ịntan^--^f- + C. 

2 1 2sin z X 

/ÍD : Đạt lí = cotx. 

c) C08® 3 cỊ^ CQ ị - - + C.HD : Đặt u = C08X. 

d) Y~^3ac - 8Ìn4x + |-8Ìn8xj + c. 

HD : sin 4 xcos 4 X = -^-(6Ìn 2 2x) 2 = -4-(l - cos4x) 2 . 

2 2 e 

e) lnltạníệ + Ị -7^- + c. J -- 

\ \2 4J\ sinx cosxa: 

g) tan|-21n|co»|| + C./ÍC : 

3 . 8 . a)F(*)-l-«.t(| + ĩ); 


cosxsin X 

Ị-ainx _Ị_ 

fco, *“2co.* 


sin* X + C 08 * X 
C 08 xsin 2 X 

sin- 


b)Jt(x) = 2 1 - 


1 + tan 


§2 


3.9, a) -Ịi 


ln3 ln6 2In2 
31 


c) 1; 


M 4 10 , 3 . . 1. 

d) 1-8 ln6 2In2 ; e) 3 5 

3 ... .2 s 

.//£>: j!x 2 -x-2Ídx = Ị-(x 2 -x-2)dx + J(x 2 -x-2)dx, 
0 <3 2 
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3.10. 


3.11. 


5« 6 r 6n 

1. _ „„ 4 fflin*-co#*, 4 f sịnx-coể* 4 f d( 8 in* + cosx) 

^ìn2.HD : í ị U*+C 0 .*| dx ‘ J .inxVco.* ' 

* Jt * 

0-468 ; 

ỉ(V-4 


. 13. 

a) _ 42 

đ) 2ÍV3-1); 


b)2-£; 
e) ■ 


g) . HD : Đạt X - n - 1 , ta suy ra 


71 f -d(C08X) 
C08 2 X 


xBÍnx , _ ít V BỈnx - 7c"f-dl 
Jl + C08 2 * * *Jl + CO» 2 X _2 0 1 + 

Vậy ]r^ dJ "ỊỊĩ!V' Đạttiípí=tttn “- 

«KỈ-¥) 


a) -h 


c)|ln3-i; d) 31n3-61n2; 


e)| e 2 . HD : j[l + X -£)e* + *d* * Je* + *dx + ị* - |)è*^da. 

2 2 t . 

Tính tídi phân từng phần Je* + *dr = *e* + *lỉ - j(* - ^) e *** ■ 

2 2 


g) í-l./H): Đặtu s=x;,đi/ = C 08 xsin 2 xdx. 

6 9 

h) 1-1. HD : ĩ^l-cbe = IV^-đc - ị—^-ỏàx và tính tích phân 

J 2 *{!+*?■ ỉ 1 + x 0 J a + *> 

1 e x _ e x I 1 Ve*, ' 

tùng phán 1 ^ 2 * - f+3 0 + jĩ + * d * ! 

i) e e . HD : Tương tự câu g). 
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3.12. HD : Vổi X € [0 ; 1], ta có 0 £ *" sin mc £ x n . Do đó 

0 £ J*" sin ncdx £ ịx n âx * —-Ị-j. 

0 ■ . V; ■ ■ : ; 

Áp đụng quy tấc chuyến qua .giới hạn trong bất đẳng thức, ta dược diéu 
phải chứng minh. 

3.13. HD : Đặt í = -« ưong tích phân 

f(-x)= I -mLmm àt, 

* 

ta được /■(-*) = f I .■y dt = [ Ị 8 m ds ~ f(x) ♦ □ 

0 vl + t* 0 vl + s 4 

3.14. //£> : Giả sử hàm số /(*) là hàm số chán trên đoạn [-a ; o], ta có 

I f(x)ỏx = J f(x)àx + J7(*)ds. 

-« -o 0 

0 

Đổi biến X = -t đối với tích phân J f(x)àx, ta được 
-0 

- -J/'(-Ể)dí . a Ịf(t)it . )f(x)úx. 

-à • a 0 0 

Vậy a \f{x)àx = 2jf(x)dx. 

-a 0 

Trường hợp sau chứng minh tương tự. Áp dụng: 

1 : 2 
VI tf(ac) = ln(* + V1 + * 2 ) là hàm số lẻ trtn đoạn [-2;2] nẾn Jár(jc>cbc = 0. 

-2 

3.15. //D : Đổi biến sổ x « I - 1 , ta được 

Ịt 

J/“(sm x)dx = - |/ , ^sinỊ| - í j|jdí = jV(c 08 í)dí 

0 * 0 
2 
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*v'i£ 

J/ , (sin x)áx = jV(o 
0 0 


Dùng tích phân từhg phần với u = sin" -1 X và du « sinxdx, ta được 


n 

2 .;Ị,;K :i r. 

3.16. Xét với tị > 2, ta có I n = jsin" -1 x.sinxdx. 

0 1 . 

Dùng tích phân từhg phần với u - sin" -1 X và du = ainxdx, ta được 

* n * 

2 ị 2 

I n - fsin" -1 xsinxdx = -coBxsin" -1 X +(n -1) [sin" -2 xcos 2 xdx 
0 0 0 

í 

* (n -1) J(sin" -2 X - Bin" x)cbc = (n - l)J n _2 - (h - l)I n . 

0 


Vậy In-^In -2 


3.17. HD : Dùng tích phân từng phán với u = (1 - x)", d V * x m dx, 
ta được 

. 0 .. t 

1 

v*y / m ,„ - ^ w,»-l, Í 1 > 1 , m > 0 . 

0 

iị 

3.18. a) Đúng (vì vế trái bằng Ịsinxdx = 0); b) Đúng (nhờ bài 3.15) ; 

0 


c) Đúng (nhờ bài 3.14); 

d) Sai: Vì 1 + —-ỉ-*-— > 1,'X e [0:2},. 

l + x + x 2 +x 3 
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HD - s ~ 2 lĩb-ì)*‘-- 2 }ĩh* í - 1 - 

1 

Đặt X = tan t để tính -T-d*. 

ịl + x 2 

e) ~: Phương trình tiếp tuyên tại(-l;-2) lày = 3* + l.Do đó, diộn tích 
2 2 

s ■ J(3* +1 - X 8 + l)d* ■ J(3* + 2 - # 3 )dx 
-1 -1 , 

3.20. a) HD : Hình chóp (H.74). Thiết diện tại *e [0;l] là hình vuỏng cạnh 
1 1 

bằng *, S(x) = X 2 . Vậy V = Js(*)d* = Ịx 2 dx = ỉ 

0 0 

b)ip HD : (H75) Thiết diện tại *e[-l;l] là hình vuông cạnh AB, 

trong đó A(x ; y) với y = \Ịl-x 2 . Khi đó, AB = 2\jl - X 2 . Diện tích 
1 ’ 1 n lfi 
thiết diện là S(x) = 4(1 - x 2 ). Vậy V = 4 J(1 - x 2 )áx = 8 J(1 - x 2 )dx =Y~ 
-1 0 
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Bàl tộp ôn chương HI 

3.25.») !<*-3)2 (2*-D + C. 

0 

b) --T—- + c ; c) ^-ln(e 2x +1) + c I 

yll + x 2 

+ C.HD : Tacó cosa = " ^" 2 ^)’ 

e) -2xcob>/x +4>/x8ÌnVx + 4cos%/x + c. 

*>T In ĩTĨ + ẩ ln|l + a ‘ | -ề* + c - 

**•*&■• ■>)*»*■' d)0; 

e) ■£. HD : Dừng công thức hạ bậc đối với cos 3 X. 

3.27. »)|; 

b) JỊj-; HD : Đường thảng 

y = ^(x-1) đi qua tâm đối 

xứng của hàm số 

y = X 3 -X 2 . Do đỏ, hình 
phảng giới hạn bởi hai đường Hình 77 

đã cho gồm hai hình đối xứng 
nhau qua điểm J (H.77). Vậy 

1 1 

s ,2Ịp-^,..A„- 1 )]d, = 4(l- 2 h4 
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(theobài3.14, JI* 3 - ịx jdx = 0). 

"3 


. lĩ 4 
c 2 3' 


3.2«. ạ)~. HD : Phương trình tiếp tuyến là y = ịx + i ; 

V - -*j[(f *■ 2) ^ " 4 '¥(f *' 2) 

3 

b) Jt^|-2in2j; 


|i 

- JL 

ì = 36' 


-X ,7 _ 18_ „x 17 _ 59_ 
c) v x ==~n và V y - 


v y “T 


HD : 

V v = 7t 


J[(1 + Vi -ỹ) 2 ” (1 - V 1 - y) 2 ]*fc + J[9r(i + Vi + >0 2 ]<ỉy 
.0 0 

1 _ 3 

Ịáy/r^ỹày + J(7 - y- 2^ỊĨ+ỹ)ỏy 
0 0 


, 59rt 
■ 6 * 


3,29. a) và, b> đúng; c) sai. 

, :b)Tac< : f^L.°fJ^ + JJ^ 

+1 _{•*.+ ! 0 J e* 


tìù : 


+ 1 : 


(*> 


°f / 2 dí 

Dùng phương pháp đổi biến í = ~x đối vứi tích phân 1 —ị —-, ta được 

- 1 ® +1 

° r.,t 2 d* _ V x 2 ảx _ 1 t 2 dt 
* e* + 1 ' e -x + 1 ' e _t + X 


e* +1 ~ * e x + 

Thay vào (*), ta có J * tá - ịt 2 àt. 

-I e +1 0 
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Bàl tộp trắc nghiệm 

1. (A). «B), (Q và 0) đúng. Oii kíím tra (D) đáng cồn (B) và (O sai khác 
v<á (D) hằng số ). 

b d b 

2. (D). (Nhờ tính chít cùa tích phân j/x*)cbe - Jftx)dx + 

õ ã d 

3. (C). (Do (1 + x) x > 1, Vạc e [0 ; 1] nên nhờ ý nghĩa hình học của tích phân, 

1 

tac6 |(1 + x)*dx >0). 

0 

4. (Q. (Vì sinỊx + ằ 0 .với X e ỊVỉ^Ị và sin^x + í 0 với X e • 

1 , . 

5. (B). ((A) và (D) sai vì Jxe 1-X dx & 0. Nhờ tính tích phân từng phần, ta 

0 

được (B) đúng và (C) sai). 

6. (D). 

7. (B). 
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hương TV. 


số PHÚC 


§1. SỐ phúc. Biểu diễn hỉnh học sổ phúc 


A. KIẾN THỨC CẦN NHỔ 

• SỐ phức' z - a + bi có phần thực làa, phần ảo là 6 (a,6 e R và ị 2 = -1), 

• a + bi = c + di <=> a = c; ố = d. 

• SỐ phức z = a +.-ÒỈ được biểu diẻn bởi điểm M (a ; 6) trôn mật phảng toạ độ. 

• Độ dài của vectơ ÕM là môđun của số phức z , tức là 

H ■ H “ 

• Số phức liỀnhợp của z = o + bì là z = a - ỏi. 

B. VÍ DỤ 

• Vi dụ 1 ■--------—--n 

Tìm các $tf thực* và y, biết , 

(2x + 3y +1) + (-* + 2y)i = (3* - 2y + 2) + (4* - y - 3)i. 

Giải 

• Ta có 

ị2x + 3y 11 = 3x - 2y + 2 ' ị-x + 5y = 1 
Ị-x + 2 y = 4x - y - 3 [rõ* + 3y = -3 

9 ■_ 4 

^ X U' y = lĩ- 
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Giải 

Điểm biểu diẻn các sổ phức 2 thoả 
mãn diéu kiện của đé bài nằm 
ừong hình tròn tốm 0 bán kính 1 
và nằm giữa hai đường thẳng song 
sòng với tiyc Ox, cát trục Oy tại 

các điếm và ~ (phần gạch sọc 
trong Hình 78).‘ 

c. BẢI TẬP 

4.1. Tìm các số thực X, y thoả mẫn : 

à) 2x +1 + (1 - 2y)i = 2 - * + (3y - 2)í' ; 

b) 4x + 3 + (3y - 2)i m y + 1 + (x - 3)ỉ ; 

c) X+ 2y + (2x - y)i = 2x<+y + (* + 2y)i. 

4.2. Cho hai số phức a-a + bi, ậ = c + di. Hãy tìm điều kiện của a, b, c, d 
đê các điếm biểu diẻn a và p trẽn mặt phảng toạ độ : 

a) Đối xứng vớỉ nhau qua trục Ox ; 

b) Đối xúng với nhau qua trục Oy ; 



Hình 78 


175 





c) Đối xứng vói nhau qua dường phân giác của góc phần tư thứ nhất và 

góc phán tư thứ ha; ■ 

d) Đối xứng với nhau qua gô'c toạ độ. 

4.3. Trôn mặt phẳng toạ độ tìm tập hợp điểm biểu diẽn các sd phức z thoả mãn 
điểu kiện: 

a) Phân thực của z bằng phần ảơ của nó ; 

b) Phần thực của z là số đối của phần ảo của nó ; 

c) Phồn ảo của : z bằng hai lần phần thực của nó cộng với 1 ; 

d) Tổng bình phương của phần thực và phần ảo của z bằng Ị, phần thực 
của z khổng fim. 

4.4. SỐ phức thoả mãn điều kiện nào thì có điểm biểu diẽn ở phần gạch chéo 
trong các hình 79 và 80 ? 



Hình 79 HịnhẵO 


4.5. Hay biểu dịẽn các số phức z trốn mặt phẳng toạ độ, biết \z\ á 2 và 

a) Phần thực của z không vượt quá phân ảo của nổ ; 

b) Phần ảo của z lớn hơn 1 ; 

c) Phần ảo của z nhỏ hơn 1, phần thực của z lớn hơn 1. 

4.6. Tìm số phức z, biết: 

a) \z\ = 2 và z là số thuần ảo ; 

b) \z\ = 5 và phần thực của 2 bàng hai lần phần ảo của nó. 

4.7. Có thể nói gì về các điểm biểu diễn hai số phức z 1 và z 2 , biết: 

a )| 2 l| * ị z 2Ỉ ? b) Zị = 2% ? 



§2. Phốp cộng và phốp nhân số phức 

A.KiẾN THỨC CẦN NHỘ 

* (ạ + bi) + (c + di) = (a + c) + (b + d)i ; 

* (a + bi) - (c + di) = (a - c) + <6 - d)i ; 

* (ơ + 6ỉ)(c + đì) = (ac - bd) + (ad + bc)i. 

B. VÍ DỤ 

• Vi dụ 1 ---- - 

Giải phương trình sau trôn tập sô' phức 

3x + (2 + 3i)(l - 2Ỉ) * 5 + 4É. 

Giải 

Ta có 3x + (2 + 3i)0 - 2i) = 5 + 4Ì 

«*3x+8-/*5+4/ <=>3 jc*(5+40-(8-0 

<=> 3jc = -3 + 5/ 

• Ví dụ 2 --:___ 

Chứng minh rằng 

z l +z 2 = z x + z 2 ; * 1.*2 = 

ơ«fi V 

Giả sử Zị - a + bi, z 2 - c + di. 

Khi đó, Zị = a-bi, z 2 = c - di. 

Ta có Zị + z 2 =(a + bi) + (c + di) = (a + c) + (6 + d)i - (a + c) - (6 + d)i ; 

Z\ + ặa = (a - bi) + (c — di) = (a + c) - (b + d)i. 

Vậy Zỵ + z 2 - z x +z 2 . 
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Tương tự 

= (a + bi)(c + di) m (ac - bd) + (ad + bc)i =* (ac - bd) - (ad + bc)i ; 
Ỉ! .22 = (o - Ò0(c - dĩ) = (ac r 6<0 + (-ad - 6c)í = (ac - 6d) - <ạd + bc)L 
Vậy «1.22 = *L'* 2 - 


• Vídụ3 --- 


1 Tính 

(Ì + O 10 . 


G/íỉi 

Ta có (l + o 2 =1 2 +2Ì + Í 2 =2i. 

Vậy (1 + ỉ) 10 = (<1 + o 2 ) 6 = (2t) 5 = 2 6 .í 5 = 32i. 


c. BÀI TẬP 

4.8. Thực hiện các phép tính : 

a) (2 + 40(3 “ 50 + 7(4 - 30 ; b) (1 - 20 2 - (2 - 30(3 + 20. 

4.9. Giải cốc phương trình sau trên tập số phức : 

a) (5 - 70 + -ềx = (2 - 50(1 + 30 ; b) 5 - 2ix = (3 + 40(1 - 3i). 

4.10. Tính các luỹ thừa sau : 

a)(3-4i) 2 ; b)(2+.-3í) 8 ; 

c)[<4 + Bi)-(4 + »i)f ; d 

4.11. Tính : 

a)(l + 0 2006 ; * b)(l-0 2006 . 

4.12. Cho X, y là những số phức. Chứng minh rằng mỗi cặp số sau là hai số 
phức liên hợp của nhau : 

a) X + ỹ và X + y ; b) aỹ và xy ; c) x -y và * - y. 


4.13. Tính: 
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4.14. Cho z m a + bi. Chứng minh rằng : 

a)i 2 + (ĨỶ = 2(a 2 - 6 2 ) ; b)z 2 -Cã) 2 -4o6i ; 

o^cr^-G^+òy.. 

4.15. Chứng minh rằng với mọi số phức u và ỳ, ta có 

a) | u I -1 u I ắ I tí+ u I £ I u I + I lí I i- 

b) | u I -1 lí |s I u -u | ắ |v I + 1171 ; 

c) \ uv I *| u M V I. 

4.16. Phân tích thành nhân tử trên tập sô' phức : 

a) u 2 + ư 2 b) u 4 - V 4 . 

§3. Phép chia SÒ phức 

A. KIẾN THỨC CẨN NHỐ 

a + bi _ (a+bi)(c-di) 
c + di c 2 +d 2 

B. Ví DỰ 

• Ví dụ 1 --- - 

Tính ffi±ạfc5S + ơ -i). 

1 + w3 


Giải 

g^ 1 ; 80 ^'-) - 9-TM-Ịã) + (ì _ n 

1 + iV3 4 

(9 - 7>/3) - (7 + dyfè )i + 4(2 - 0 
4 

_ 17-7^3 11 + 9%/3 . 

4 4 
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• Ví dụ 2 ---———-—- 

Giải phương trình sau Ưên tập số phức 

(>/2 - i*Jã)x + i>/2 = Vã + 2iV2. 


Giẩi 

Ta có (V2‘- iS)x + 1V2 - Vs + 2ỉV2 
** <V2-ỉ S)x =V3+0/2 ~ 

(V3+0/2XV2+0/3) __Ễi _ í 

<=> * = -- 5 -- <^> X- 6 - í. 


c. BÀI TẬP 

4.17. Thực hiện các phép tính sau : 

„ (2 + 0 +(1 + 0(4-.80 . !-> (3 - 40(1 + 20 + A _ q,- 

a) - 3 + 2 » ; . 1-2 i 

4.18. Giải các phương trình sau trẽn tập số phức : 

a) (3 + 40* = (1 + 20(4 + 0 ; b) 2ix + 3 = 5* + 4»;' 
c) 3 jc(2 - 0 + 1 = 2 iac(l + 0 + 3i. 

4.19. Chứng minh rằng : 



4.20. a) Cho số phức 2 . Chứng minh ràng z là số thực khi và chỉ khi 2 = z. 
b) Chứng tỏ ràng số phức sau là một số thực 

3 + 2iV§ , -3 + 2iVã 

4.21. Tìm nghịch dảọ của số phức sau : 

a) >/ 2 - 0/3 ; 
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b) i ; 

d) (3 + 0/2) 2 . 



§4. Phương trình bộc hai VỐI hộ sổ thực 

A. KtếNTHỞCpẨNNHÓ 

• Các căn bậc hai cùa số thực a < 0 là ti ^/ỊÕỊ. 

• Xét phương trình bậc hai 0JC 2 + bx + c = 0 với a,b,c e R; a * 0. 
Đặt A = ò 2 - 4ac. 

Nếu A = 0 thì phương trình có một nghiệm kép (thực) * = 

Nếu A > 0 thì phương trình có hai nghiệm thực x ĩ)2 = b • 

-b±iIÃ\ 

Nếụ A < 0 thì phương trình có hai nghiệm phức sc li2 =- 2 ^— • 


B. VÍ DỤ 

• Ví dụ 1 -— 

I Giải phương trinh _ X 2 + X + 7 ■ 0. 

Giãi 

Ta có A -1 - 4.7 = -27. Phương trình có haị nghiệm phức 

-1 + kl 27 1 . sVa i.-1-1»>/27 _ 1 3>/3 , 

*l m 2 ' " 22 ; 2 ã 2*- 

w ^ 2 —--—-—- 

Cho z u z 2 lồ hai nghiệm của phương trình 1 ax 2 + bx + c = 0 

_ .** . b c 

với a,6,c 6 R ;ct * 0. Chứng minh rầng «! + «2 - “1 2 1* 2 2 * 0- 

Giá/ 

Đặt A = 6 2 - 4 ac. Xét các trường hợp của A : 

Trường hợp A = 0 hay ỏ 2 - 4ac, ta có Zị = z 2 f ^2a nên 
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. ’•» ;{ *ì.‘ » 

( b _ b^ _ 4ac c 

’p « 

Trường hợp A > 0, ta có *! s , «2 


-Ố - VÃ 


» 0, ta cọ 

_ —ố + VÃ —6 — Va _ — 26 _ b 

+ z 2 ~ 2a + 20 2fl ” ” o ’ 

-6 + VÃ -6 - VÃ _ 6 2 - A _ fe 2 - (ồ 2 - 4ac) = 4ac ^ £ 
'* 2 “ 20 2a' 4ữ 2 ” 4 a 2 4a z * a ‘ 

■ t +tJÃỊ -6 - iJẬỊ 

: 0,ta có *i -- ^'"- i z 2 = —- 5011 

-b + Í^/ỊÃỊ + -6 - yg _ -26 s 

2a 2a - 2a 


nôn Zi + Z 2 - 

Trường hợp A < 0, ta có Zị 
nên Zị + «2 


-b + iyj\K\ -b — i^ịj jÃỊ 6 2 - í 2 |a| 

■***"■ 2a 2o = 4o 2 

_ b 2 + |a| _ b 2 + (4oc - b 2 ) _ 4ac _ 
4ữ 2 ■ 4ữ 2 4a 2 


2a 
_b. 
a 


c. BẢI TẬP 

4.22. Chứng minh rồng stf thực a < 0 chỉ có hầl can bậc hai phức là ±tựjõ[. 

4.23. Giải các phương trình sau trén tập số phức : 

a)2x 2 + 3x + 4 = 0 ; b)3x 2 + 2x + 7 = 0 ; c)2x 4 + 3x 2 - 5 = 0. 

4.24. Biết Zị và z 2 là hai nghiệm của phương trình 2x 2 + V3x + 3 = 0. Hãy tính: 

a)z£ + zị \ b)zf + zị ; c) zị + zị ; d) Ặ + zT' 

4.25. Chứng minh rằng hai số .phức lièn hợp z và ã ià hai nghiệm của một 
phương trình bậc hai với hệ số thực. 

4.26. Lập phương trình bậc hai có nghiệm là : 

a) l + iVã và l-íV2 ; ‘ b) Vế + 2i và Vẩ - 2i ; 

c) -Vã + iV2 và -VÕ - iV2. 
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4.27. Giải các phumtg trình sau trên tập 8Ố phức 

a) * 8 - 8 = 0 ;* b) * 3 +8 = 0. 

Bài tộp òh chương IV 

4.28. Thực hiện các phép tính : 

a) (2 + 30(3 - 0 + (2 ~ 30(3 + 0 ; h) ♦' 

(1 + 0(2 + 0 , (1 + 0 ( 2-0 
c) 2 = í + ỉtì 

4.29. Áp đụng các hằng đảng thức đáng nhớ để tính : 

a)<(2 + iyl 3) 2 ; b) (1 + 20 3 ; c) (3 - iyỊĩỷ ; d) (2 - o 8 . 

4.30. Thực hiện các phép tính : 

a) (2 + 3Ỉ) 2 - (2 - 3Ỉ) 2 ; b > 77778- 

. . (1-0 

4.31. Giải các phương trình sau trén tập số phức : 

a) (1 + 20* - (4 - 50 = -7 + 3Ỉ ; b) (3 + 20* - 6i* = (1 - 20t* - (1 + 50]. 

4.32. Giải cấc phương trình sau trên tập số phức : 

a) 3* 2 + (3 + 2i%/2)* - > 

b) (1 - ỉ*) 2 + (3 + 20* -5 = 0. 

4.33. Tìm số phức z, biết: 

a) * = z 3 ; b) 14+ * = 3 + 4i. 

4.34. Tìm số phức * thoả mãn hệ phương trình 

Ị|i-i| = |*-l|. 

4.35. Chứng tộ rằng là số thực khi và chỉ khi * là một số thực khác -1. 


183 



LỠt GIẢI - HƯỚNG DẪN - ĐẮP SỔ CHUÔNG IV 


§1 


4.1. 

Đáp số : 

. 1 3 

a) * = 3' y= 5 ; 

,, 7 

. b)x — XV y 



© 

II 

ĩs 

II 

K 


4.2. 

Đáp sô': 

a) a = c, b = -d ; 

b)a = -c,b~ 



c)a = d, b-c ; 

d) a = -c, b = 

4.3. 

Đáp số: 




a) Đường phân giác của góc phần tư thứ nhất và góc phán tư thứ ba. 

b) Đường phân giác của góc phần tư thứ hai và góc phần tư thứ tư. 

c) Đường thảng ys 2x + 1. 

d) Nửa đường tròn tâm 0 bán kính bằng 1, nằm bên phải trục Oy. 

4.4. Đáp số : 

a) Phán thực của z thuộc đoạn t-3; - 2] trên trục Ox ; phần ảo của 
thuộc đoạn [1; 3] trén trục Oy. 

b) Phân ảo của * nhỏ hơn hoặc bằng “, 1 ắ 1*1 ắ 2. 

4.5. Đáp số: (H.81). 



V) 


a) 


c) 



4.6. Đáp số: ì) * = ±2Ì ; b) z = ±(2 n/ 5+iVặ), 

4.7. Đápsố: 

a) Các đỉểiti biểu diẽn z x và z 2 cùng tiằm trén đường tròn có tâm ỉà gốc 
tơạđộ o. 

b) Các điểm biểu diễn Zị và z 2 đối xứng với nhau qua trục Ox. 

§2 

4.8. Đáp số: a) 54-19Ì ; b) -16 +í. 

**■ a) **w + ẳ i; b >H + “ 

4.10. a) (3 - 4o 2 = 3 2 - 2.3.4Í + (4i) 2 * -7 - 24» ; 

b) (2 + 30 a = 2 3 + 3.2 2 .3 ỉ + 3.2.(3í) 2 + (3í) 3 = -40 + 9 i ; 

c) [(4 + 50 - (4 + 30] 5 = (20 5 = 32è ; 

d) (V2 -ÌV3) 2 =-l-2iV6. 

4.11. a) (l+O 2006 =((l + 0 2 ) 1003 =(20 1008 i 2 1003 i 1003 *-2 1008 i ; 

b) (1 - o 2006 = 2 1003 .ỉ . 

4.12. a) 'xT r y =>ã + ỹa=*+y ; b )^ = *.ỹ = xy; 

c) X -ỹ = x -ỹ -X -y. 

4.13. Đáp sổ: a) 1 ; b)-l. 

4.14. HD : z 2 = (a + 60 2 ,- a 2 - 6 2 + 2aòí' ; 

(ĩ) 2 * (a - &0 2 = a, 2 *■ 6 2 - 2a6i ; 

«.2 = (o -f &0(a - 60 = a 2 + ò 2 . 

Từ đó suy ra các kết quả. 

4.15. Đạt u = a + bi, V = c + di. Khi đó |ií| = Va 2 + b 2 ; |u| s= Vc 2 + d z ; 

lù + c| = V(a + c) 2 + (6 + d) 2 . 
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a) • Ta có lu + ui < M + M <=> v<“ + c) 2 + {b + d) 2 Wa 2 + 6 2 + # + rf 2 

c* (a + c) 2 + (ò + d) 2 í a 2 + ố 2 + c 2 + d 2 + ZẬa 2 + b 2 )(c 2 + đ 2 ý 

<=> ac + 6d ắ y/(a 2 + b 2 )(c 2 + d 2 ). (*)■' 

Nếu ac + 6d < 0 thì (*) hiển nhien đúng. 

Nếu ac + bd-ìỏ thì (*) <=> (ac + ồd) 2 ắ (o 2 + b 2 )(c 2 + d 2 ) 

<=> a 2 c 2 + ố 2 d 2 4- 2abcd ắ a 2 c 2 + 6 2 d 2 + a 2 d 2 + b 2 c 2 . 

<=* 2abcd ố a 2 d 2 + b 2 c 2 

«=> 0 ổ a 2 d 2 + 6 2 c 2 - 2aốcđ = (ôrf - 6c) 2 , đúng. 

* Ta có \u\ - M Ể I U.+ u| ọ Va 2 + ố 2 - Vc 2 +d 2 ắ V(ơ + c) 2 +(b + df . 

Nếu Va 2 + 6 2 - Vc 2 + d 2 < 0 thì bất đẳng thức trên luôn đúng. 

Nếu Va 2 + ố 2 - Vc 2 + d 2 2: 0 thì bất đẳng thức trôn tương đương với 
(Va 2 +ố 2 - \/c 2 +d 2 ) s (a +c) 2 +(6 + t0 2 

<=> a 2 + 6 2 + c 2 + d 2 -ữ\j(a 2 +ố 2 )(c 2 4- d 2 ) s a 2 + ỉ> 2 + c 2 +ổ 2 + 2ac + 2fed 

<=> -V(a 2 +b 2 )(c 2 +rf 2 ) ắ ac + M. (**) 

Nếu ac + bd ằ 0 thì (**) luôn.đúng. 

Nếu ac + bd< 0 thì (**) tương đương với 
(ac + bdf z (a 2 ý b 2 )(c 2 + d 2 ) 

<=> a 2 c 2 + ố 2 d 2 + 2acbd s a 2 c 2 + ô 2 d 2 + a 2 d 2 + b 2 c 2 
«=> 0 s a 2 d 2 + b 2 c 2 - 2acbd = (ad- bc) 2 (đúng). 

b) Đặt -V = —c -di thì u-v = u + (-v) và \-v\ * M. 

Từ đó áp dụng câu a), ta được kết luận câu b). 

c) uv - (a + bi)(c + di) - (ac - bd) + (ad + bc)i 

=$■ |«u| - V(qc - bdf 1 (ad + bc) 2 « Va 2 c 2 7ò 2 d 2 7 a 2 d 2 + b 2 c 2 . 

Mặt khác |uj|u| = Va 2 +b 2 .ylc 2 +d 2 = Va 2 c 2 + & 2 d 2 + a 2 d 2 + ò z c 2 . 

Từ đó suy ra ỊuuỊ = Ịu||uỊ. 

4.16. a) u 2 + v 2 =u 2 - (iu) 2 ' - (u - ỉv)(u + iu). 

b) u 4 - u 4 = (u 2 - u 2 )(u 2 + u 2 ) = ( u-tí)(u + u)(ú - tu)(ií + iu). 
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*.n.ĐipsÌ: »)|ỉ-ỉf<; 


4.18. a)x 


(1 + 20(4 + 0 42 .19 


3 + 4 ỉ 




't.\ _ ~3 + 4/ 23 14. 

; -5 + 2* 29 ~ 29 1 


. „ _ -1 + 3* _ -23 , '19 . 

e)l -si = w 

4.19. a) Giả sử ^ = z. Ta có z l = z.z 2 , suy ra Zị - z.z 2 hay ĩ = p~. 

z 2 z 2 

b) Tương tự, |*i| = \z.z 2 \ = I41*s| hay \z\ - I^Ị. Vậy ||ìj = I^Ị. 

4.20. a) Hỉển nhiên z e R thì z = z. Ngược lại, giả sử z = a + bi và z = 
đó suy ra a + bi s a - bi và dố đó 6 = -b hay b = 0. 

■Vậy z 6 B. 

-3-2t>/3 , -3 + 2iV3 

0 ) Ta cố z -- m - ■ +- -m ——, 

v/2 + 3 í v2~3í 

.. ,_f-8 -2iVs , -3 + 2i>/3 > l_f-3-2í^ì . Í-3 + 2K/3Ì 

suy ra * ++ 1 v^iri 

. irar :? + 2»V3 _ -3+ 2*73 | -3-2iVã 


Vậy z 6 R'. 


_ >/2 +1>/3 _ >/2 | VỊ, . 


4.21. a) -7=——7» = ——jr— : — —- + -=-1 
j2-ijã 5 5 5 

3-2Ĩ (3-20(l-f>/5) . 3 - 2 V 5 3 V 5+2 

c 'ĩ+í^ 6 *- 6 6 *. 


b) 7 = -* ; 


1 (3 - íV2) 2 

<3 + W2) 2 ~ 121 


(3-iv^) 2 7 eV2. 

“ 121 “ 121 *• 


2. Từ 
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4.22. Giả sử 2 là một căn bậc hai của ữ, ta có 2 2 = a. Vì a < 0 nên 

« = -H = -(>/W) 2 - 

Từ đó suy ra z 2 = -(^ÕỊ) 2 =* •** + (ypif = 0 => (« + Ìa/H)( z - M®ĩ) = °- 
Vậy z = ỉ JÕỊ hay 2 = -ị JịÕj. D 

4.23. a) x 1)2 = 4 W ■ ; b > *1,2 = 3 ; 

c) x lt 2 "‘±1; *3,4 = ±»^2 ’ 

4.24. Theo Ví dụ 2, ta có 2 r + 2 2 - -^r, * 1'*2 = §• TO đó su y ra : 

a) 2 2 + 2 2 = c*i + *2) 2 - 2 z i z 2 = 4 “ 3 = - 4 ■ 

b) I?+4 -'(*!.+*»)(*? - *1*2 +4) ■ 'X ('-f 

c) 4+4-(*i+4f-2*?'4-(-|) -*•(!) -Ẳ- 

2 

4.25. Nếu 2 = ữ + ồỉ thì 2 + 2 ■ 2o e R ; 2.2 = o 2 + 6 2 e K. 

2 và 2 là hai nghiệm của phương trình (x - g)(x -z) = 0 
« X 2 - (2 + 2)x + 2.2 * 0 <=> X 2 - 2ax + at + ft 2 * 0. 

4.26. a) X 2 - 2x + 3 * 0 ; b) X 2 - 2Vãx + 7 = 0 ; c) X 2 + 2&X + 6 = 0. 

4.27. a) X 3 - 8 = 0 <=> (x - 2)(x 2 + 2x + 4) = 0=>x 1 =2; x 2> 3 = -Ị ± i>/3 ; 
b) X 3 + 8 = 0 (x + 2)(x 2 - 2x + 4) = 0 =* x t . = -2 ; x 2)3 =\±i&. 
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BỒI tộp ôn chương ỈV 

4.28. Đớp số: 

a) 18; b)| iS ; ■ c) §»+.*>: 


4.29 . Đáp số: 

a)l + 4 iS ; b)-11 

4.30. Đáp sô : 

a) 24i ; b) 2. 

4.31. a) (1 + 2ỉ)x = -3 - 2 i => X 


2i; c) 7 - 6i\Ỉ2 ; 


3 + 2 i _ 7-4 i _ 7 t 4. 
1 + 2i B 5 5 ' 


d) 2-llí. 


. b) (2-20* = -(11+ 30 => x m *" 20^-^) " ~ 2 


9 _ -3±ìVĨ6 

4.32. a) 3x 2 + 3x + 2 = 0 => x 1>2 = —— ; 

LV 2 _ 3±iy/7 

b) -X 1 + 3x - 4 * 0 í=> x lt 2 - 2 • 

4.33. a) Ta có zz = |z| 2 nôn từ z ss z 3 suy ra |z| 2 = z*. 

Đặt z = a + bi, suy ra 

a 4 + 6 4 -6a 2 ò 2 + 4a6(o 2 -ồ 2 )i = a 2 + ò 2 . (*) 

Do đó, ta có 4aố(a 2 -6 2 ) = 0 .(**) 

Từ (**) suy ra các trưòng hợp sau : 

• a = b = 0=$ z = 0. 

• a = 0,6 * 0: Thay vào (*), ta có ò 4 - 6 2 => b - ±1 => z = ±i. 

• b = 0, a * 0: Tương tự, ta có a - ±1 => z = '±1. 

• a * 0,6 * 0 => o 2 - b 2 = 0 => o 2 = 6 2 , thay vào (*), ta cổ 

2a 2 (2a 2 +1) = 0, khổng có a nào thỏa mãn (vì a * 0). 
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b) Đạt z =. a + bi. Từ UÍ+ z = 3 + 4ỉ' suy ra 


<la 2 4- b 2 + a + 6í = 3 + 4Ỉ => 6 = 4 và Vo 2 +16 + ạ = 3. 

=> o 2 + 16 = (3 - a) 2 = 9 - 6a + a 2 => 6a = -7 => a = -ị. 

o 


Vậyz = -Ị + 4ỉ. „ 

4.34. Đạt z = * + yị, ta được hệ phương trình 

I* 2 ' +'(y -2) 2 =x 2 +y 2 ^ ị y = 1 

U 2 +(y-l) 2 =(x-l) 2 +/ 


* = ỉ,y = 1. 


Vậy z ss 1 + i. 

4.35. Hiển nhiên nếu z € R, z * -1 thì € 
z + l 


Ngược lại, nếu = oeR thì z -1 = az + a và a * 1, 
suy ra (1 - a)z = a +1 => z = 6® và hiển nhiêri z * -1. 
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ÔNTẬPCUÓINẦM 


5.1. a) Xấc định a, b, c, d để đồ thị của các hàm số 

y = x 2 + ax + b và y=cx + d 
cùng đi qua hai điểm Af(l; 1) và S(3 ; 3). 

b) Vẽ đổ thị của các hàm số ứng với các giá trị a, b, c và d tìm được trôn 
cùng một mặt phảng toạ độ. .Tính điện tích của hình phảng giới hạn bởi 
hai đưòng cong trén. 

c) Tính thể tích của vật thể ữòn xoay sinh bởi hình phảng trên quay 
quanh trục hoành. 

5.2. a) Khảo sát sự biến thíén và vẽ đồ thị (C) của hàm số 


7 x + 2 ' 

• b) Viết phựơng ừình tiếp tuyến của (C), biết nó vuông góc với đưòng 
thảng y = ~x - 42. 

5.3. a) Khảo sát sự biến thiên và vè đổ thị (C) của hàm số 

b) Tính diện tích hình phảng giới hạn bởi (C), tiếp tuyến của (C) tại 
A,(2;3) và đường thảng x = 4, 

5.4. Tìm các đường tiệm cận của đổ thị cốc hàm số sau : 

-6x + 2. 


5.5. 


. . 6x +. 3 

a)ỷ = ^T2 ; 

b) y 

V 2x 2 + 8x - 9 

c) y = o 2 . ; 

3x z + X - 4 

d )y- 

Tìm các điểm cực trị của các hàm số sau: 

a)y - -X - 6x 2 + 15x + 1 ; 

b) y 

c)y - X 4- ln(x +1) ; 

d)y = 

Tim a G (0; 2fl) để hàm số 

V- ìx 3 -- 

y 3* : 


X + 2 

'' -2x + 5 ' • 

b) y = x 2 Vx 2 +2; 

, 1 


đổng biến trên khoảng(1 
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5.7. Chứng mỉnh các bấtđẲng thứọ sau ír, 

• ■ . ' • ■_ ••••••■ •• ■••• • • 

a) e x + cosx >2 + x- ~-,V*€ R; 

b) e* -*e~* ;>21nUWl + * 2 ),V*ỉ>0; 

.c) 8sin 2 1 + sin 2x > 2x , Vx e (0 ; À]. 

5.8. Tìm giá trị lớn nhất và nhỏ nhất của các hàm số sau trên cấc khoảng, 
đoạn tương ứng : 

a) g(x) = l* 3 + 3x 2 - 72x + 9ũ| trên đoạn [-5 ; 5]; 

b) f{x ) * X 4 - Ax 2 + 1 Ưên đoạn [-1 ; 2] ; 

c) f(x ) = X - In X +3 trên khoảng (0 ; +<»). 

5.9. Cho hàm số 

y = ị* 3 -(m-l)* 2 +{m-3)* + 4-|, (1) 

o * 

(m là tham số). 

a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số (1) khi m = 0. 

b) Viết phương trình của tiếp tuyến với đổ thị (C) tại điểm A(0 ; 4^). 

c) Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi (C), trục hoành và cốc đưòng 

thẳng X = 0 và X » 2. ■ 

d) Xác định m để đồ thị của (1) cắt đường thẳng y = -3x + 4^ tại ba 
điểm phân biột. 

5.10. a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đổ thị (C) của hàm số y - * 

b) Từ (C) suy ra đồ thị của hàm số y = Ị-ị—“Ị. 

c) Viết phương trình tiếp tuyến với (C), biết rằng tiếp tuyến đó song song 

vói đường thẳng y = -3 . 
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5.11. Cho hàm sđ y -■ @ + m ) x + m rí . (!) 

a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đổ thị của hàm số vởỉ m = 2. 

b) Xác định các điểm có toạ độ nguyên trôn đổ thị của (1) khi m € z. 

5.12. Cho a, b , X là những số dương. Đơn giản các biểu thức sau: 

j 1 T 1 3 3 1 

n \ A _ 2a + (o6) 2 a 2 -ồ 2 a-ò 

La-(aÒJ2 

M n = f Vã + \/x Va + X ) í Vạ - Vx \Ịa + x 'Ị 2 

1 1 _ịZ 

c) c = Vl6 log74 + 81 loge9 +15; 

d) D = 49 1-log7 2 + 5 “ 1oBb 4 . 

5.13. Với số a dương và khác 1, giả sử có ba hàm số : 


s(x) = 2-7 

Hẵy chứng minh rằng : 
a) c 2 (x)-.s 2 (x) ssi; 


c(*) = - 


í(x) = - 


b) s(2*) = 2a(x)c<x); 


c) c(2x) = 2c(x) - 1 = 2 s 2 (x) 11 = c 2 (x) + a 2 (x) ; d) í(2x) = -~r —. 

1 + í 2 (x) 

5.14, Hãy biểu diễn : 

a) log 30 8 qua a = log 30 3 và 6 = log 30 5 ; 

b) logg20 qua a = log2 và b » log3. 

5.15. Giải cấc phương trình sau : 


4 ầ)<ầ 


v2x+3 


b)(4-^sr%(4 + VĨ6r’.8 ỉ 


c)(ựẽ7M) X + {^lĩễT -13. 
5.16. Giải các phương trình sau : 

■ 6)«“( to *í).-i ! 


b) 6.4* -13.6* + 6.9* 


BAl TẬP aiẦI TÍCH 12 • 13A 
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c) 7* 2 .5 2 * = 7; d) log 4 (x + 2)log*2 = 1; 

■tặể-kỉấ-- g>io** + w- 2 >=2. 

5.17. Oiẵi các bất phương trình sau : 

xlogiíx 2 —3#+l) 

‘HlP <i j. r . ■ 

b) 4x 2 + 3.3^ + JC.3^* < 2* 2 .ẩ^* + 2x + 6; 

c) log x 4.1og 2i ^-£*2. 

5.18. Giải các bất phương trình sau : 


. 1 

a) (0,5)* s 0,0625; 

b) Iog 0 , 2 (* 2 -4)ằ-i; 

c) log 2 log 0 ; 6 ịĩ, x - s 2; 

d)log 3 (l6* -2.12*) ắ 2x +1 

5.Ì9. Tính các tích phân sau : 


a) ){ĩ+l) íd * (đậIÍ " -, '* + 8)ĩ 
-2 

6 

b> J(|*t3|-lx-4|)dx; 

-4 

2 \ 

«\ f ( ftă.t t s \ỊX í ^ I 

d) 1 C0B * dx; 

Ì 4x + 7 + 3 
-3 

} J 1 + 4sinx ’ 

0 * 

e) Ị -- * 9 ;—d* (đặt 1 • x e ); 
Jx 10 +4x 5 +4 

h) Ị~^-ỎX (đật t - VĨT*).' 
õ 

,3 

g) |(x + 2)e 2x àx; 

0 


2 


5.20. Tính: 

a) 1 (5x 2 - * + e 0fix ) áx ; b) j Uựĩ -Ặ + cos*jd*; 

-1 0,6 ' 

2 ■ ' ■- 
c) f (dặt t - \j2x + 3); 

J>/2x + 3 
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BÀI TẬP QiẲITlOH,1Í • 13B 


d) j^3x 3 + 4 x 2 àx (đặt t - hx 3 + 4 ); e) jV-2)|*ld*; 

í -2 

0 ' 
g) Jxcờ8jcdr; 


J , I 

-2 1 

h) n + sin 2**0082* ^ 

^ J , sinx+ C0S* ’ 
ỉ. 

6 

k) Jjc 2 ln 2 xcb:. 

1 


i) |e*8Ìn*ck; 

0, 

5.21, Tính diện tích của hình phảng giới hạn bởi các đường sau : 

a) y = \x z -l|và y = 5 + |x| ; 

b) 2ỵ = x 2 +x-6 và 2y = -X 2 + 3* + 6; 


c)y = ỉ + ĩ,**l và tiếp tuyến với đường y = i + l tại điểmị^2 ; |j. 

5.22. Tính thể tích của vật thể ưòn xoay khi quay các hình phảng giới hạn bởi 
các đường sau quanh trục Ox : 

a)y = x 3 \y = \ và * = 3; b) y * I* y * sin* ; X€ [o ; ; 

c)y *x a , a>0,xe [0 ; 1]. 

5.23. Chứng minh rằng.: 


a) * + í 2 4- ị 3 +... + ị" + í 100 e 0 ; b) ^ &í ^K‘ Í^L±Í2 ' = 2 - 2y/2ù . 

5.24.1101 tập hợp các điểm biểu dién sứ phức z trện mạt phảng toạ độ thoả mãn 
các điều kiện: 

a) k -ỉl = 1; b) |2 + z| <|2-ãị; c)2 s |z -1 + 2*1 < 3. ■ 

5.25. Tính: 

; b)^ + (5-i) 2 . 

5.26. Thực hiện các phép tính sau : 


.) T _ (l + 2i) 2 -(l-ì) 3 ' 
(3 + a) s -(2 + i) z ’ 


K\ ~ — '41 + 63* 6* + 1 

50 1^7?* 
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5.27. Giải các phương trình sau : 

a) 3x 2 - 4x + 2 = 0 ; b) X 2 - X + 9 = 0. 

_ , . [x + 2y = l + i 

5.2S. Giải hẹ phương trình ~ 2 _ 3 , 

5.29. Với những gíá trị thực nào của X và y thì các số phức 

■Zị = 9y* -4-10xt 5 và z 2 = 8y 2 + 20Ì 11 
là liên hợp của nhau ? 

5.30. Tìm môđun của các sồ' phức sau : 

a)*i=-8 + |i; b)í 2 =a/3-V7ĩ. 


Đề tự kiểm tra 

ĐỔI 

2 

Cảu 1 (3 điểm). Cho hàm số y - 2 - • 

1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đổ thị (C) của hàm số đa .cho. 

2) Từ (c ') vẽ đồ thị của hàm số 

y-Beệị _ 

Dựa vào đổ thi của (1), hăy biện luận thèo k sò nghiệm của phương trình 

. . (2) 

3) Tìm các điểm thuộc (C) có tòạ độ nguyên. 

Cáu II (2 điếm). Giải các phương trình sau : 

x+5 . x+li 

1) 32*“ 7 = 0,25.128 *.-? 5 2) log 2 (cotx + tan 3x) -1 = log 2 (tan 3x). 

Câu III (2 điểm). 

2 .---- 

, 1) Tính tích phân ị\ịl + 2x 2 xảx (đặt t = yi + 2x 2 ); 

0 

2) Tìm mồđun của sô' phức ? - • 
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Đề 2 

Câu ỉ (3>5 điểm). Cho hàm sốy = -ỈJC S + X* + m- 1. 

1 j Chứng minh ràng đồ thị của hàm số đẵ chọ luôn có hai điểm Cực trị. 
Xác định m để một trong những điểm cực trị đó nắm trên trục 0*. 

2) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (fc) của hàm số khi m = ị. 

o 

3) Viết phương trình tiếp tuyến với (C), biết rằng tiếp tuyến đó vuông góc 
với đường thẳng y = i X - 2. 

4) Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi (C), trục hoành và hai dường 
thẳng X * 0 và X = 2. 

Câu II (2 điểm) 

X «-10 

1) Giải phương ưình 3 5 +3 10 = 84. 

2) Giải bất phương trình log (3 - 2x) > 1. 

Câu III (1,5 điểm) 

1) Tính tích phân 2 dx (đặt t = Vã+T). 

* vãe +1 +3 

2) Xác định tập hợp các điểm biểu dién số phức z trôn môt phảng toạ độ 
tìíoâ mãn điéu kiện : 

a) |* + l|. = |*-ì|; b) r«| 2 + 3* + 3* = 0. 

Đá 3 

Cđu ỉ (3 điểm). Cho hàm số • y =s -* 3 + 3x - 2. 

1) Khảo sốt sự biến thiên và vẽ đổ thị (C) của hàm số đa cho. 

2) Viết phương trình tiếp tuyến của (C) tại điểm M(1 ; 0). 

3) Biện luận theo m số nghiệm của phương trình -X 3 + 3x - 2 = log 3 m. 
Câu II (2 điểm); Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số : 

1) f(x) = lnộc 2 + X - 2) trên đoạn [3 ; 6] ; 

2) f(x) = coa 2 X + cos X + 3. 
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Câu III (2 điểm) 

l) Tính các tích phân sau : 


à) Ị{3x 2 +2x + l)e 2x dx-, b) I cos3x.cos4a:d3e. 

0 } 0 i 

2) Tìm môđun của các số phức sau : 

a) z = (-4 + iVÌ8)(2 + 0; b) 2 = • 

LÒI GIẢI - HƯỎNG DẪN - ĐÁP sổ ÔN TẬP cuối NĂM 


5.1. a) • a và 6 thoả.măn hộ phưcmg trình 

íl + ơ + ố = l . ío + b = 0 ■ ịữ = -3 

[9 + 3a + fe * 3 ** Ịâa + b = -6 ** Ịỏ = 3. 


t c và d thoả mãn hệ phương trình 



c)V = Vị - v 2 , trong đó Vị là thể tích vật * 

thể tròn xoay sinh ra do quay hình thang Hĩnì} 82 

ACDB quánh trục Ox, v 2 là thể tích vật 

thể tròn xoay sinh ra do quay hình thang 

cong ACDB quanh trục Ox. 
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Tạ có 


Vi = 71 Jjc 2 dbc = 

v 2 = ĨI J(* 2 - &x + 3Ỷ àx = . 


Vậy V = * -~ịrt(dơn vị thể tích). 

o o lõ 



Hình 83 


Hàm stf nghịch biến trên các khoảng (-« ; -2) và (-2 ; +<*>). 

• Tiệm cận đứng X = -2 yì lim y = +*0, lim y = -o°. 

*- 4 - 2 " ■ 

Tiệm cận ngang y = -1 vì lim y - -1. 

X-¥±» 

Giao với các trục toạ độ : (0; l) ‘ỉ (2 ỉ Q). 

Đồ thị như trên Hình 83. 

b) Tiếp tuyến của đồ thị có hệ sò góc k = -2 (vì vuông góc với đường 
thẳng y = “■* - 42). 

Hoành độ tiếp điểm thoả mân phương trình 

-4 1 2=3 * -2 + ^2 

(x + 2) 2 x 2 - -2 - \/2. 

Í99 


úng với Xị = -2 + yỊĨ , ta có tiếp tuyến y - ~2x - 5 + 4>/2; 
ứng với *2 = -2 - V2 , ta có tiếp tuyến y = -2x - 6 - 4V2 . 



Các khoảng đổng biến là ; 1) và (1 ; +00): 
Tiệm cận đứng X = 1 
vl lim y = -eo; lim y = +0°. 

*“+l + *-+l" 


Tiệm cận ngang y * 4 vì lim y 'm 4 . 

*-»±« 

Giao với các trục toạ độ ỉ (0; 5) và (-|; 0). 

Đổ thị như trẽn Hình 84. 

b) Ta cóy'(2) = 1. Phương trình tiếp tuyến iày = x + 1. 

Diện tích của mién cán tìm là 

s = V* + 1 - 4 ■ Ịí* - 3 + ĩ ịj)a* = In 3. 

2 2 V ' 

; : y sa -5; 

: y = -6. 

wỉầ‘' 


5.4, a) Tiệm cận dứng : X = 2 ; Tiệm cận ngang : y ** -5: 
b) Tiệm cận đứng : X = 1 ; Tiệm cận ngang :y = -6. 


c)Tac 6 lim 


lim ---*—_*• um “ 

+ X — 4 *-»£» 
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2 

Vậy đổ thị qó đường tiệm cận ngang > = g • 

Tỉrđổdổ thị có hai tiệm cận đứng là X = i và * = -ị. 

3 

d) Tiệm cận đứng : * =1. Tiệm cận ngang : y = -Ẳ; } 


5.5. a) y' - -3x 2 - 12x +16 ; y" = -6x - 12. 


y = 0<=> 3 jc 2 + 12x-15 = 0« \ X ~ Ỉ _ 

[X = -5. 

y"(l) = -18 < 0 ; y"(-5) = 18 > 0. 

Vậy với X = -5 hàm số đạt cực tiểu và y C T - -99. 

Với 1*1 hàm số đạt cực đại và y CĐ = 9. 

b) Tập xác định D = R. Hàm số có cực tiổu khi X = 0, y CT = oi 

c) Tạp xác định : X > -1. y'mi + —~ ; y' > 0, Vx > -1. 

Hàm số luôn đổng biến nên khổng có cực trị. 

d) Tập xấc định : R\ {-1} ;y' = 1 - ■ 1 ; y' = 0 r* = ° ft 

(a + 1 r L* = “2- 


>"’■ 7 —“-T ; y"(0)» 2 > 0 ; y''(-2) - -2 < 0. 

(x + 1) 8 

Hàm SỐ dạt cực đại tại X * -2 và * -4. 

Hàm số dạt cực tiểu tại X se 0 và ycy = 0. 

5.6. Tập xác định : D s*R ; y' = X 2 “(l + 2cosa)x + 2cosa. 

... í* = l 

, y' = 0<=> " 

|_x = 2cosa. 

Vì y ' > 0 ở ngoài khoảng nghiộm nên để hàm số đổng biến với mọi X > 1 thì 
2cosa < 1 $=> cosa < £ 
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5.7. a) Xét hàm sốf(x) = e x + C08X -2-x + ^, cótậpxác định ỉàR. 

f\x) = e x - sinx -1 + X í /’(*>* Q**x* 0. 

Ta lại có f "(x) =■ e* +1 - COBX > 0, Vx vì 1 - COBX 2:0 và e* > 0. 

Như vậy, /■’(*)đổng biến trénR. Tữ đố : f'(x)< /■'(0)* 0, V* < 0 ; 
/;.'(*)> f\ 0) *0, Vx>0. 

Ta có bảng biến thiên 



v2 

Hàm số f(x) = e* + C08 X - 2 - X + 2: * /'(0) = 0, Vx e R. 

Từ đó suy ra điéu phải chứng minh. 

b) Vx ằ 0 xét hàm số f(x) = e* - e~ x - 21n(x + >/l + x 2 ), ta có 


f'(x) - e* + e** 


2 



Từ đó yc x) > 0 với mọi x > 0 


vì 


e* + e * > 2 và • 7 —ĩ—y < 2 

Vl + 7 J 


và /■'(*) = 0 

Vậy /tx) đồng biến trén [0; + «>), tức là 

/<*)■* A0) = e°-e°-21nl = 0. 

Từ đó suy ra điều cần chứng minh. 

c) Xét hàm sổ f{x) = 8 sin 2 ^ + BÌn 2x - 2x, Vx e (0 ; *]. 


Ỹ '(x) = 4 sin *.+ 2 co$ 2x - 2 = 4 sin *(1 - sin x). 
f'(x) = oJị X= 2. 


[X - Jt 

Với x € (0 ; 71 ] ta có f'(x) > 0 và đấu bằng chỉ xảy ra tại hai điểm. 


Vậy f[x) đồng biến trên nửa khoảng (0 ; ít]. Mạt khác, f{ 0) = 0 nên f[x) > 0. 
Từ đó suy ra diều phải chứng minh. 
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5 . 8 : a) Xét hàm số /(*) = x ă + 3x 2 - 72* + 90 trên đoạn 1-5 ; 5}. 

f(r5) * 400; f(5) = -70 ; /(4) = -86. 

Ngoài rà, f{x) liên tục trôn đoạn [-5 ; 5] Và /(-5)./Xỗ) < 0 nên tồn tại 
»0 6 (-5 ; 5) sao cho f(xo) = 0. 

Ta có g(x) - |/*(*)| ằ 0 và £(*o) “ |/‘(*o)| - 0 ;• «(-5) = |4Ồ0| = 400; 
g{ 5) = 1-701 = 70 ; g( 4) = |/(4)| = |-80| = 86. 

Vậy mm g m g{x 0 ) = 0 ; max g = g(- 5) ■ 400. 

b) min / = fU 2) = -3 ; ma^ = m = /(0) - 1. 



• Hàm số đồng biến trên các khoảng (-00 ; -3) và (1 ; +°o), nghịch biến 
trên khoảng (-3 ; 1). 
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• Hàm số đạt cực đại tại * = -3 ; y C Đ ~ 13^ và ycr = 2 6 khi* = !• 

• Đồ thị cắt trục tung tại điểm ịo ; 4-ij và cồ dạng như trên Hình 85. 

ỵ" = 2x + 2 ; y" = 0 <=> X = -1. Vậy /Ị-l; 8Ỉj là tâm đối xứng của 
đổ thị. , 

b) Tiếp tuyến với (C) ,di quaA^O ; 4^Ị có phương trình là 

y - f'(0)x + 4^ , ữong đó f(x) - 1* 3 + X 2 - 3* + 4 -. 

Ta cóf(0) = -3. 

Vậy phương trình tiếp tuyến là y = -3x + 4^. 

c ) s = j(±x 3 +x 2 - 3x + 4^jdx = 7(dơn vị diện tích). 

0 

d) Hoành độ giao điểm của đường thảng y = -3* + 4-| với đổ thị cùa (1) 
thoả mãn phương trình 

ì* 3 -(m - í)x 2 + (m - 3)x + 4^ * -3x + 4-^. (4) 

Ta cộ (4) <s> i* 3 - (m - l)z 2 + mx m 0 «. x[x 2 - 3(m - l)x + 3m] = 0. 

Để (4) có ha nghiệm phân biột thì phương trình 

f(x) 1« X 2 - 3(m - l)x + 3m = 0 . 
phái có hai nghiệm phan biệt khác 0, tức là 



m * 0 r 

ff(0) s* 3m * 0 

X ^ 

J i=ỳ • 

\a = 9(m ~ 1) 2 - 12m > 0 

m<i« 

m > 3 L 


... 4x + 4 

Tập xác định : D = R \ Ị— 

_ 4 

Ta có y = - r õ- 
(2x +l) 2 
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Hình 86 


Hàm số nghịch biến trên các khoảng ^- 0 ° ; - j và^-- ; + «* 
Tiệm cận đứng : * = “ 2 ’ Ti ^ m c ^ n n 8 an 8 : y = 2. 


Giao với các trục toạ độ : (0 ; 4) 
và (-1 ; 0). 

Đổ thị như trôn Hình 86. 

b) Đồ thị của hàm số được suy ra từ (C) 
bàng cách giữ nguyên phần đồ thị nằm 
phía trẾn trục hoành và lấy đối xứng 
qua trục hoành phân đổ thị nằm phía 
dưới trục hoành (H.87). 

c) Tiếp tuyến có hộ số góc bằng 

Hoành độ tiếp điểm phải thoả mãn 

4 1 

phương trình - -———---7 
<2x + l) 2 4 



Hình 87 


<=> ( 2x +1) 2 = 16 




Hai tiếp tuyến cần tìm là y - “X + Ị và ys "*\ x + ~8' 
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b) Ta có y - 2 + n 


5.11. a) Vđi k = 2, ta có y = 

x + 1 

Học sình tự khảo sát (H.88). 

b) Ta có y “ 2 + m - . 

Vậy để y nguyên với X và m nguyên 
thì X + 1 phải là ước của 3, tức là 

X + 1 = ± 1 hoặc * + 1 =5 ± 3 hay 

X I = 0; *2 = -2; x 3 = -4 ỉ x 4 = 2. 

Vậy các điểm thuộc đổ thị củạ (1) có toạ độ 
I nguyên là A(0 ; m -1); B(-2 ; 5 + m) ; 
C(-4 ; 3 + m) ; D(2 ; m + 1). 

5.12, Do a,b,x là những số dương nên ta có : 



aì j4, - 

2o +(06)2 

"1 

. 3o 

A.= 

[ 3 3 

a 2-62 


8o ■- J , ,,1 " 4 .1 

2a + (aò)2 2a2+62 

2-6* 0-6 ^ (q2 - 62)(fl + (aò)^ + b) ( ì; i) 

ỉ \ỉã + \fb ỉ/ ỉ 

-(ạổ )2 a 2\ a 2- b 2ị 

1 1 / Ị iy 11 1/1 1\ 

(o&)2 + 6 - q2 l ữ 2 -b*ì _ 2fl2&2 + b 6^2*2 + &2 ì 
--= ’ 1 - ■ 1 • ■ 


4 4 4 ... 3a2 62 ( 202 + 62 ) _ o/r 

Vậy A - AX.A 2 * —Y“— Ỷ' —' Y ''~ -** 

2a2+62 ơf 

„ f'Jã + yỉx \Ịa + X ) 2 (a + x)(-ựa + 4xf 

b ) M^^~xwrJ —«« 

„ (''ĩã-4x >ỉa+~x 1 2 (o + x)(>/õ-•V*) 2 

Vậy 
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, 1 , . • i ’ 

c) Ta có 16^*7* = 4 2lò *« 7 = 49 ; 81 log 8 fl = 30 

=>c = V49 + 36 + 15 = 10 . 

d) T»c6 49'-^ 2 . . f ; r^‘: . i 

5.13. Với'** dương và khác 1, tạ có: 

. ơ 2 *+a- 2 *+2-a 2 *-o _3 *+2 _ 4 _ _ r ■ 

4 = 4 =1 ' D 

d) í(2x) = ? 2x ~ °_ 2 -. Mặt khác, ta có 
cr* +• o'* 

1+í 9 W=l ư^f = ^!±|Ịìi. 

U*+o-*J a 2 * + a -2 * + 2 

T.biíndíivíphii -^L.a^.^li^l . 

l + í 2 (*> a* + a-* 2Íữ 2 * +a~ 2< ) 

2(a*-<»-*)(a*-<- 0 -«) 2 ạ 2 *-ạ- 2 * ■ 

" 2(a' + a-‘)(a 2 ‘ + <r 2 *) ■ a 2 * + <r 2 * ■ 

Các câu b), c) học sịnh tự chứng minh. 

5.14. a) Ta có log 30 8 - log 80 2 S = 31og 80 2 = 3.1og 80 II 

■ 3(logao 30 - log 30 (8.5))» 3(1 - log 30 3 - log 80 5) = 3(1 - a - b). 

, b) Chuyển sang cơ số 10. Sau khi biến dổi, ta được logg 20 = 

/13^ 3 * +7 /’13V* 2 * +3 ^ 

5.15. a) Phương ứình đa cho tương dương với 1 = í ~J 

43 3x + 7 = -2x - 3 43 X = -2. 

b) Vì (4 - <ỵĩẽ){4 + yỉĩẽ) = 1 nôn ta dặt (.4- s/Ĩ5) tan * = t (í > 0), 
ta được phương trình t 2 - 8í + 1 = 0 
Íí = 4 + v/ĩô 
** [ f = 4 - VĨ5. 


207 



• ứng với. t = 4 - VĨ5 , ta có (4 - >/Ĩ5) tap * = 4 - VĨ5 

<=> tan* = 1 <=> r« Ị ^kít, k e z. 

4 

• ứng với í = 4 + VĨ5 , ta có (4 - Vĩ5) tan * = 4 + \/ĩ^> = (4 - VĨ5)" 1 

<=> tan* 5» "-1 * =* “4+e z. 

4 

Vây phương trình có nghiệm x ■ 4 + ^ 2 ' k e 2 ‘ 

c) Ta nhặn thấy * = 3 là nghiệm của phương trình. Mặt khác, hàm số 

nx)=Wẽ7MT AVĨ^T 

là tổng của hai hàm số mũ với cơ số lốm hơn 1 (hai hàm số đổng biến) nên 
f(x) đổng biến trênR. Do đó, * = 3 là nghiệm duy nhất của phương trình. 

5.16. a) Vì 1 = 5° nên ta có 5 C08 ( 3 * + ẽ) _ ! ^ 008^3* +1) - 0 

<=> 3* + £ = I + kn => * = I + (k e Z). 
b) 6.4*-13.6*+6.9* * ớ. (1) 

Vì 4*, 6*, 9 X đểu khác 0 với mọi xe R nên chia cả hai vế của phương 
trình (1) cho 4* hoặc 6* hoặc 9 X , ta đứợc phương trình tương đương. 

Chia cả hai vế cho 6*, ta có (1) <=> 6.Ị^|j -13 + 6.Ị^ =0. 

Đạt (J) =t (í > ơ), tacó 

6 1 -13 + 1 = 0 <=> 6í 2 - 13f + 6 = 0 <=> 

•V«í-|ucó(|J=|»X=l. 

.yỏi( = |tacỏ(|) =1 »* = -!■. 
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c) Lôgaritị hoá hai vế' theo cơ số X ia được 

* * -log 7 0 + ylogf 6 + 1. 

d) log 4 (x + 2).log íe 2 =1. 

ịx + 2 > 0 

Đíẻu kiện: 


X > 0 
X *1 


ịx> 0 


Ịx > 0 
[ 2 * - 2 > 0 < 


( 1 ) 


(1) «> |log 2 (x + = 1 « ìog 2 (x + 2) = log 2 X 2 

2 « . . Taf = -1 (loại) 

$=> JT - a: - 2 = 0 <=> „ . . 

L* = 2. 

Vậy nghiệm của phương trình là X = 2. 

e) Điều kiện : X > 0. 

Đổi sang cơ số 3 và đặtlog 3 * = í, ta được phương trình 

• ■ ■ I t 2(2 + 0 

1 + í 3(3 + 0' 

Giải phương ữình ẩn t, ta dược ÍỊ, tt 1, t<i = -4. 

Vậy phương trình có hai nghiệm *1 = 3 ; *2 - • 

g) Điều kiện 
Đạt log a X + log 4 (2* - 2) = f(x). 

Dẻ thấy f(x) là hàm số dồng biến, Mặt khác /(3) = 2 nén ta có 

f(x) > f( 3) = 2 vổi * > 3 và f{x) < Ạ3) « 2 với 1 < X < 3. 
Từ đó suy ra X ss 3 Ịà nghiệm duy nhất. 

3 + -v/s 

, _ , 


5.17. a) Điều kiện 


, 3 - Võ 


Vì 0<i<lvàl = [1] nên ta có 

f rV og I ( * a_3 * +1) 

s < m logiíar-3* + l) > 0 «x z -3* + l<l. 

<=> 0 < * < 3. 
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Kết hợp với diềụ kiện, ta được nghiệm càabất phưcttg trình'41 cho ỉầ 

' . ' ■■■ 0<*<I^ . ' 

b) Ta có bất phương trình đã cho tương đương 1 với 

4x 2 + 3.3 V * + x.3^ -2 x 2 .3^ - 2x - 6 < 0 rỹv 

«=» (3 + X ~ 2jc 2 )3^* — 2 (x - + 3) < 0 

\Tx 


<=> (~2x 2 + X + 3)(3^* - 2) < 0 


|3 V * - 2 < 0 
■ 2x 2 + X + 3 > 0 
X à 0 

|3^ - 2 >0 
-2x 2 + X + 3 < 0 

*io. 


(!)<=> 


-2x z + X + 3A3 V *-2J-<0 <=> Ị: _ 

3^-2>0 

' -2x 2 + x + 3 < 0 

[x ă 0. 

j * < log| 2 . ■ y 3 n 

xằO $=> 0 s X < log 2 2j^vi logg2 < 1 < 

[-!<*<! . ẫ : 

Ị X > ìogỊ 2 

(2) <=» |x & 0 <=> X > 

j r • 2 

X < —1 

„■ 3 "■ ■ • ■■■ • : ^ ' . 

x> 2 - . 1 


X<-1 

„■ 3 "■ ■ • ■■■ ; : ■ . 

{[ x> ỉ , 

Vậy nghiệm của bất phương trình là ũ s X < log 2 2 hoặc X > I 
íx > 0 

5 2 

c) Điều kiện : Ịx * 1 <=>^2 <x<^. 


í X > 0 

c) Điểu kiện : 1X * 1 

5 - 12x . 

Í.12X-8 

Bất phương trình dã cho tương dương với 


(vì khi X € (■“-; Ij thì log 2 X < oj 


( 1 ) 


( 2 ) 


■(*) 


210 . 


BẢITẠPOsAI tích 12 • 148 


Kết hợp với điổu kiện (*), ta có < * á 1. 
5.18. a) Bất phương trình đã cho tưcmg đương với 


x *4 


b) Điéu kiện - X 

\_x < -2. 

Bất phương trình đã cho tương đương với 

log 0>2 ( X 2 - 4 ) £ log 0> i 0,2 -1 m log 0t2 5 
<=> X 2 - 4 ố 5 (vì 0,2 < 1) <=> X 2 - 9*ắ 0 <=> -3 ổ X á 3. 


Kết hợp với điều kiện, ta được 


f2 <;* 5.3 
[-8 s X < -2. 



c) Bất phương trình đã cho tương đương với 

0<lof M (s*--'l|)Ỉ4 

<=>ọ ă X < log 2 31 - 4. 

ở đây, chúng ta dã áp dụng tính đổng biến và nghịch biến của các hàm số. 
lôgarỉt-và hàm số mù với cơ số lớn hơn í và nhò hơn 1, 

d) Bất phương trình đã cho tương đương với 0 < 16* - 2.12* s s 2x+1 

»0< 4*.4* -2.4*3* s 3*.3*.3 




( 1 ) 


(Ta đã chia cả hai vế cho 9* {9* > 0)). 



Đặt (1} -» t xt > 0), ta có bệ bất Rtaróậ binb: 


t 2 - 3 

ịt>0 'ị 

t > 0 

í 2 - 2* > 0 <=» • 

í 2 -2t-3 ắ 0 « 

-lốí £3 <F* 2< í á 3 

f >ọ 

[í 2 -2í > 0 

[ị > 2 * 



[í <0- 


Từ đó, ta có 2 < (|Y ắ 3 <=*log 4 2 < X ắ log 4 3 

3 3 


5.19. a) Đổi biến í = X + 3 => X - 2 = í,- 5. Khi X = -2 thì í -1, khi X = 4 thì 
í = 7, ta có 

6 -8 4 6 

b) f(| X + 3 I - I X-4ĩI)dbc * -7 j dx + jX2x-l)dx + J7dx = 7. 

4 -3 4 


c) Đổi biến í = Vx + 7, ta có I = 


t 2- 61n.l,2. 


6 ' • ■ 

d) Đổi biến t = 1 + 4sinx, ta có / = 4 * 4^ n5 ’ 

1 

e) Đổi biến í = X 6 . 

, l 32 f V l 3Z ị (t + 2-2}di l 3 ?r 1 __2 1^ 

5 J *2 + 4f + 4 6 J ( í + 2) 2 5 ; L* + 2 (t + 2) 2 J 

1 r 9 II 32 1 f Hd aiN 


ỉh»*“-7i*r -ỈK-0' 

g) Đặt u = X + 2, dp = e 2ap dx => du » dx, 1> * ì e 2jc . 

Ta cổ /-■í(*+2)« to |*-i je 2 *dx = |(B« 6 -2>-ỉ(c 6 -l)=|(3c 6 -l), 
0 0 
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h) Đổi ìỉiếii t = V4 + 5ẹ '; 
1 = 2 


= ựi + *. 

']( 1+ FI-ĨTI> 

■■2^í ị l» 7 “f j^- = 2 [3 - Vẽ - ln(25 - 1 ík/5)] . 

5.20, a) £>áp í^,v1b| + 2^.~ -J*Ị; b) Đáp số: ÍỆ- - s| + eĩn2 -sín|; 

c) mpsố: Jĩ-&\ 

d) HD : Đổi biến ỉ = ?3* 8 + 4 

=> í 8 K 3x 8 + 4 => 3ỉ*dí i Sic 2 ^ =s> x 2 đ* - |ỉ 2 dí . 

c) J<* - 2) I * Ịd* ■ J(2* - * s )đ* + ị{x 2 - 2x)áx - -y -1 - -8. 

-2 >2 ‘0 

. , ,0 V . . ,0 ' ■_ 

g) ịxoớsxdx ■ **in*Ị~T jain»d* —»inl + cóiir’^ * l-(»ml + co«l). 

1 1 

h) Ịầcó 1 + sm2x+ 00 * 2 * ■ lf 2>in*ợo»x + 2oọ» 2 *-l 

■ 2coe x(sm X + coáx). » 

t*èố, tacđđipvố&Ị. 

ĩ) Áp dụng phương pháp tính tích phân từng phần hắt ttn, cả hai tóh ứéu 
đột e*dx *» du => ư = e*. Ta có 

Ịt « 

/ sa BÌnxdx = e*8Ììlx Ig - ^ cosxdx 

ề 


= e 2 - 


e* C 08 *j * + jtt* sihx dx 
0 


e 2 +!_/ => Ị 


■ e2 +1 






vạỵttcí #. ỉ[(-|* 2 + 1* + 3 )■ (ẩ* 2 + 2 *■ 3 )] it : 

• 1 -2 , 

, ' 3 - J : 

m ỊỤìt 2 + * + e)đx » 201 (ềơn vị điện ựẹh). 

-2 • * ;V '• 



c) Trôn Hình 91 thế hiện 
mién cán tính diện tích 
(học sinh tự vỗ), 

s =|ĩ +1 -(-ĩ* +2 )] dI 


= ln2-£ (đơn vị diện tích) 

(vì tiếp tuyến vứỉdổ thị của y = — + 1 tạỉ điểm ỊV; 

có phương trình là y*fx 2)(x-2)+|»“X+2). 

5.22. «) (H.92) Thể tích vệt thổ tròn xoay sinh ra bởi miển 
CED quay quanh trục Ox là hiệu của hai thể tích (Vị 
và v 2 ) của hài vật thí tròn xoay tương ứhg sinh ra khi 
mién ACEB và miền ACDB quaỳ qụanh trụi: Ox. Như 
vậy V * Vi - v 2> trong đó 

V 1 * ít Jx 6 dạ = =|(3 7 -l); 

3 

v 2 = n Jdx = 271, => V = Vi - v 2 =.ệ(3 7 -15) 

í - ■ • 


= 3Ị0|jt (đơn vị thổ tích). 
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5.23, a) Hến đổi vế trái bàng cách nhóm từng 

bốh số hạng và dẠt thừa số chung, ta được tum y<? 

ỉ(l+i+í í +i 8 )+...+< w (l+<+ỉ i +f 8 )"(l+ỉ+i*+ỉ 8 )(í+».+ị 97 )«0, 

vì 1 + i + ỉ 8 4: à B - 1 + ỉ - X - í * 0. □ 

b) Ta có - * Kl .~ w + p -v&i ^).2 - 2>/ã. □ 


5.24. a) Vế trối là khoảng cấcb từ dỉểm 
biếu dỉỉn * đến <wm biểu dién 
*0 = 0 + i. Vậy tập hợp các điếm thoẳ 
mán điều kiện đa cho là tất cả cắc 
điểm cách điếm <0; 1) một khoảng 
không dổi bàng 1. Đó là các đtâm 
nằm trên đường tròn bán kính bàng ỉ 
và tầm là điểm (0; X) (H.95). 

Ta có thế tiến hành như sau : 

Cho *** + »>, tacó k-i | 2 =|* + (y-l)iỊ 



có * 2 + (y -l) 2 = 1. 

Đây là phương trình đường tròn bấn kính bằng 1 và tâm là (0; 1). 
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b) (H.96)TaW : \2 + zf < |s - zf 

■ ^K2 + «) + ^| 2 <K2>*)^ 

<=»<2 + *)f + ỷ < <2 - *) 2 + (- y ) 2 

- 4» x<0 : 

Đó là tập hợp các sò phức có 
phẩn thực nhỏ hơn 0, tức là nửa 



trái của mặt pM ặặ toạ độ không 
kể trục Ọy. 

c) Đó là nhang điểm aầm phía 
trong hình tròn hán kính hằng 3 
và phía ngoài (kí cả biên) hình 
tròn bán kinh bằng 2 có cùng tim 
là điểm biểu diẻn số phức 
«0 =1 - 2*. tác là những đ*ếm 
nầm trong hình vánh khăn ké cả 
bien trong (H.97). Đỏ u những 
điếm (x; y) utn mặt phing toạ 



t 


độ thoi mftn điéu kiện Hình 97 

4S(*-l) 2 +(y + 2) a <9. 


(5 + 2ỈX7 + 0 38 . 19.. 
5.Í5..) -- U ♦ 50*' 


b) ip+(#-()•--1 - 8i + <M -1« -1) - 23 - 13i. 


• -1+« 1-6* _<i-6ỉX2 + 7ỉ) 

SM * y * “-8(2-70 * 6(2 — 7*) = 6^1 1 


44-5* 

‘TET’ 


b)* = *, 


5.27. a) x t 


. gW2 t 


3 


H • 3 . 


x.\ ' _ 1 + yãS* 
b) *1 * 


_ l-Vããi 
2 


5.28. Hệ phương trình tương ứng với 


Í3ac + 6y = 3 + 3* íx + 2y ạ* Ị + * íx = 

[3* + iy = 2 - 3* ** 1(6 -i)ỵ = 1+6* ** \ỵ mi. 


Vây nghiệm củahệ là (1-1; *)• 
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5.29. Zị % 9 ý? r 4 ~ 10 «» ; z 2 - 8 ỷ - 20 ». Để ?! ta có 
Í9/ - 4 = 8y 2 ^ ịý - ±2 

Ị.:-,.. 1-10* = 20 1* = -2. 


Vậy có hài cặp (x ; y) là (-2; 2) và (-2; - 2). 



Đề tự kiểm tra 

Đề 1 

Câu ỉ, 1) Học sinh tự giải (H. 98). 

2) Đổ thị của (1) được suy ra từ đồ thị 
(C) bằng cốch giữ nguyôn phần đổ thị 
nằm phía trẽn trục hoành và lấy đối 
xứng qua trục hoành phán đồ thị nằm 
phía dưới trục hoănh (H.99). 

SỐ nghiệm của (2) là sổ giao điểm của đổ 
thị của (1) vổỉ đường thẳng y - log 2 k. 

Dựa ưén dổ thị, ta suy ra : 

* Phương trình (2) vô nghíộm nếu 

-oo < log 2 k < 0 0 < k < 1. 

* Phương trình (2) cồ một nghiệm nếu 
log 2 k = 0 hoặc log 2 k = 2, tức là khỉ 
k - 1 hoặc k = 4, 

* Phương trình (2) có hai nghiệm nếu 
0 < log 2 k < 2hoặclog 2 k > 2, tức là 



khi 1 < k < 4 hoặc k > 4. Hình 99 

Kết luận : Phương trình vổ nghiêm khi 0 < k < 1; 

Phương trình cổ một nghiệm khi k * 0 hoặc k = 4 ; 
Phương trình có hai nghiệm khi 1 < k < 4 hoộc k > 4. 
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3) Ta có ỵ» 2 “~2 nên y nguyên khi và chỉ khi x- % là ước cùa 2, tức là 

JC-2*±1 toạc x-2ì=±2.Từđ6>taeócáộđiếmớ6toạdỘBguyênlà 
(3 ; 0) ; (1 i 4); (4 ; 1) và (0; 3). : w A. •• . . 

Câu ứ. 1) VI 32=2® ; 0,2512$ -nện.phương trình đã 


cho tưởng đương với: 

S(*+g) . 7(g+17) ' 

2 *~ĩ » 2 *-8 « 


õx+25 _ 6x + 125 
x-7 = X- 3 


X - ìò (thòả mSn điéu 


kiện X* 7, xé 3). 

2)Điéuki ộ „|“^ ta " 3a:>0 
Ịtan3x> 0. 


Phương trình đa cho tương đương với cotx + tan3x 2 tan3x 


<=>cotx = tan3x> 


(*) 


+ x-| + ặ,*íZ. 

Để chọn những góc thoả mân điẻu kiện, trước hết từ (*) suy ra cotx và 
tan3x phải cùng dấu với nhau. 

Lần lượt cho k * 0, 1, 2,..., 7 
(H.100), ta sỉ chọn dược những góc 
khổng thoả màn điểu kiện. Khi đó, 
nghiệm của phựơng trình' đa cho ỉà 

X m £ + kn và X m ^ + An, ke z. 

Câu ỉỉỉ. a) Đdi biến : 
í = >/l + 2x 2 => í 2 = 1 2x 2 

=> 2fdí = 4xăx => xàx * & và X m 0 Hình 100 



=>* = 1; x = 2=>í*3. 

Vậy |Vl + 2x 2 xdx=| Jí 2 dí = £Í 3 | = 4 Ì 

0 • t ■■ 1 

b) Áp dụng công thức \z\ = |~Ị. Đáp số \\z\ = . 
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Qể2 •'V , v ; ,y-.,Ị : ỉ 

A , r* = 0 • 
cmf. n #•-**%#* ;>'? t*»4 ~ = 2 

Ti có y' > 0 với X € (0 ; 2 ) và 
y' <0 Mii X thuộc các khoảng 
(-«“ ; 0) và (2; + ~). Vậy với 
mọi m, đổ thị của hàm số luôn có 
dỉỊtn cực tiểu ( 0 ; m- 1 ) và 

điểm cực đại ^2 ; m + g)- Mọt 

trong các điếm tíực trị nằm trên 
trục Ox khi và, chỉ khi hoặc 

m + ỉto <0 m = 

hoặc m - 1 = 0 4 =* m = 1 . 

1 „ la o 2 

2)Vớim = i,tacó y * ~x 3 + X 2 - 5 . 
Học sinh tự giải (H.1QỊ). 



Học sinh tự giải (H. 101). • 

3) Hộ số gớc cùa tiếp tuyến lầ -3. Hoành èộ tiếp điểm thoả min phương 
trình ~x a >2x + 3«0 

Ih-; 1 

U ta 3- . 

Các tung độ của tiếp điổm tương đỉtg íị ã ■ f 1 ■ J!Ị. * 

Vậy ta có hai tỉé£ tuyéh y - -3* - ị vầ y - -3* + 

4 ) Vì 1(1 i 0) là tâm đối xứng của (C) nên hình phảng dã cho gổm hai 
hìnhè&i xứng vứi nhau qua điếm ĩ (H.101). Vậy 

s * 2 J(jX 8 - xH |jềfc « I (ám vị diện tích). 

0 

JL 

Cứu u. 1) Dạt 3 ĨÕ = t ịt > 0), ta có 

Ể 2 + — í= 84 <=> $t a + i - 262 = 0 *=* 


t 

Í--9Ỉ(loặi). 


X 

Như Vậy 3 1Ỡ * 3 2 <sá X ■ 20., 
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2) Điều kiộn: 3 - 2x > Oo* < ị. 

Bất phưontgnình đa cho tương đưcmg vđí Z-2x>j2 
<=> * < Ì^Ễ(thoả mãn điéu kiện). 

Cáu UL 1) Đạtí = ylx + ì , suy ra t 2 * X +1 Do đó-, dac » 2*dí.. 

Khỉ * = 0 thì t m 1, khi X = 3 thì t = 2. 

1 1 

2) a) Giả sử z = X + yi. Ta có |jc + l + yiỊ,= |jf + (y-*l)tỊ t 
<=>Ị(* +1) + yif - \x + (y - l)i| 2 
<=>(* +1) 2 + y 2 = X 2 +(y- l) 2 
« X 2 +1 + 2x + y 2 = X 2 + y 2 + 1 - 2y 
2 * = -2y o y p 

Trốn mặt phảng tọa độ, đố là đường phân giác 
của góc phần tư thứ hài và thứ tư (H.Í02). 

Cách 2 : Vế phải :là khoảng cách tồi điểm biểu 
diễn z tới điểm biéu diẻn Í 0 = 0 + ì, vế trải là 
khoảng cách từ điểm biểu diẻn z tới điểm biểu Hình 102 

dién Z 1 * -1 + Oi. vạy cán phải tìm các điém 
cách đẻu hai điểm biểu diễn Zq và Zị. 
b) Ta có: 

|x + yi\ 2 + 3(je + yi) + 3(x V ỵi) = 0 
<=> X 2 + y 2 +6* * 0 <=> (* + 3) 2 + y 2 Bi & 

Trân một phẳĩỉg toạ độ, đó là tập hợp các 
diểm thuộc đường tròn bán kính bằng 3 và 
tâm làđiém (“3; 0) (H.103). 

*.■ Hình 103 

Cáu /. 1) Học sinh tự giải (H. 104). 

2) Ta có y'(l) - 0, Vậy phương trình của tiếp tuyến là y = 0. 

3) Dựa vào đồ thị (C) và đường thẳng y * ỉog 3 m, ta có : 

* Khi log 3 m < -4 

<=> m < phưong trình có một nghiộm 
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* Khi log 3 m = -4 .' ; 

<=> m - phương trình có hai n^iiệnạ 

* Khi 0 > log 3 m > -4 

, phương tậnh có ba nghiệm. 

. .. ... 

* Khi log 3 m = 0 <=> m = 1, phương trình 

có hai nghiệm t 

* Khi logg m > ũ«m>l, phương trình 
có một nghiệm. 

Kết luận. 

* Phương trình c 6 một nghiệm khi m > 1 hoặc m < Hinh 104 

* Phương trình có hai nghiệm khi m = 1 hoặc m = “. 

♦Phương trình có ba nghiệm khi “ <jn< 1. 

Câu II. I) f(x) xác định trôn R \ [-2 ; 1] nên xác định trôn đoạn [3 ; 6 ]. 

«,;• V _ . 2 * + l 

f'(x) - " 2 -- ♦ 

** + X - 2 . c 

Ta thấy f'(x) >0, Vx e [3 ; 6 ] nén trtn đoạn [3 ; 6 ] hàm sổ f(x) đổng biâi. 
vạy min f(x) - f( 3) * ln ló ; ỊnaiỊ f (x) =/( 8 ) - In 40. 

2 ) VìĂx) là hàm số tuần hoàn chu ki 2 n, nén ta chi cần xét/Cc) trèn đoạn [ 0 ; 2 ĩt]. 
f\x) - -2sinxc08x-ainx; f\ 0) « 0 <s» X = Ịo ; ^ ỉ K; ^ ; 2ĩtỊ. 

AO). A2*) = 5; /■(| í ) = 2| : A*) = 8; 

rúnf(x) = r mỊn f(x) - 2^ i íhax/■(*) = max^(x) f 


Vậy Bún f(x) = múa Ạ*) - 2j , 
CđH ///. 1) a) Đáp số: |e 2 -1. 


b) I cos 3x C08 4x dx = £ j (cos 7x + COS x)dx ** ậ. 

2)a°) z - (-4 + ív/48)(2 + 0 nén _ _ / 

\z\ m |—4 + iViSỊl2 + ỉ| = V(-4) 2 + (VĨ8) 2 \/2 2 ' +1* ■ 8^6 . 
.. 1+ị _ A _ |l + i| .. V2 _ /2 

' 2^1 1*1 = [2 = 4 “ ^ (1” "V5 ■ 


b)a 
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